


Экономико-
математическая

библиотека

В. ГИЛЬДЕНБРАНД

ядро
и равновесие

в большой
экономике

Перевод с английского

Под редакцией и с предисловием Н.Н. Воробьева

МОСКВА "НАУКА"

ГЛАВНАЯ РЕДАКЦИЯ

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛИТЕРАТУРЫ

1 986



ББК 22.18
Г47

УДК 519.6
Core and equilibria of
a large economy
Werner Hildenbrand

Princeton University Press
Princeton, New Jersey

Гильденбранд В. Ядро и равновесие в большой экономике/Пер. с

англ. Под ред. Н.Н. Воробьева. - М.: Наука. Гл. ред. физ.-матлит.,

1986. - 200 с. - (Серия "Экономико-математическая библиотека")

Излагаются математический аппарат и основные результаты

оптимизационной теории массового поведения, формулируемой в экономической

терминологии. Книга носит учебный характер и может быть использована в качестве

учебного пособия для студентов и аспирантов специальностей "Прикладная

математика", "Кибернетика" и др. Все необходимые математические сведения

систематизированы в части I книги. Большое число задач, приводимых в

конце каждого раздела, вводит читателя в курс более сложных проблем.

Для специалистов в области математической экономики, а также для

студентов и аспирантов.
Ил. 19. Библиогр. 176 назв.

© 1974 by Princeton

University Press
© Перевод на русский язык.

Издательство "Наука"
Главная редакция

1702070000- 152
-w-86 физико-математической

053(02)-86 литературы, 1986



ОГЛАВЛЕНИЕ

Предисловие редактора перевода * 4

Предисловие 7

ЧАСТЬ I. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПОНЯТИЯ 9

A. ОБОЗНАЧЕНИЯ В ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ 9

B. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФАКТЫ ИЗ ТЕОРИИ МЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ. 13

В. I. Общие сведения 13

В. II. Пространство подмножеств метрического пространства 18

B. III. Непрерывные соответствия 23

C. РАЗЛИЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ О ЕВКЛИДОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 35

C. I. Обозначения 35

С. II. Выпуклые множества 36

C. III. Теоремы о неподвижной точке для соответствий 37

D. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ МЕРЫ ." 38
* D. I. Определения и основные факты 38
D. II. Интеграл соответствия 49

ЧАСТЬ II. ЭКОНОМИКА 72

Г л а в а 1. Спрос 72

§ 1.1. Введение 72
§ 1.2. Индивидуальный спрос 80
§ 1.3. Средний спрос 91

Глава 2. Обмен * До1

§ 2.1. с-ядро и равновесие по Вальрасу 101
§ 2.2. Определенность равновесия 120
§ 2.3. Приложение: конечность Π (а) и непрерывность Π 138

Глава 3. Предельные теоремы о с-ядре 144

§ 3.1. Введение 144
§ 3.2. Предельные теоремы для случая строго выпуклых предпочтений . . . 145
§ 3.3. Предельные теоремы при отсутствии выпуклости отношений

предпочтения 162

Глава 4. Экономики с производством 169

§ 4.1. Введение 169
§ 4.2. Коалиционная производственная экономика 171
§ 4.3. Дележи, эффективные поПарето 185

Список обозначений 189

Список литературы 190

3



ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА

Роль и место математических методов в экономике отличаются

сложностью и многоплановостью. Даже многолетние комплекты журнала

по соответствующей тематике едва ли могут дать об этом исчерпывающее

представленье. Дело прежде всего в том, что традиционная математика

возникла и длительное время развивалась под влиянием потребностей
общества, сначала - межевых и строительных, затем - физики и основанных на

ней отраслей техники. Общественная жизнь долгое время предъявляла κ

математике самые скромные требования, касавшиеся обеспечения

торговых, бухгалтерских и фискальных расчетов, которые при всей их

возможной запутанности не требовали средств, выходящих за пределы

элементарной арифметики.
В итоге к тому времени, когда развитие экономической науки привело

к необходимости использования математических методов, под рукой
оказался прекрасно разработанный, концептуально упорядоченный и

оснащенный разнообразными техническими приемами математический

аппарат, который, однако, был предназначен для иных целей и

приспособлен для решения иных задач. Попытки непосредственного применения

некоторых разделов этого аппарата (например, теории дифференциальных

уравнений) показали сильную ограниченность возможностей такого рода;

использование отдельных более общих математических идей (например, в

области оптимизационных задач) позволило существенно расширить круг

применений математических методов в экономике. Однако как в том,

так и в другом случаях дело ограничивалось либо чисто

феноменологическим рассмотрением экономических явлений без углубления в их сущность,
либо исследованием не столько экономических, сколько

технико-экономических вопросов, в которых экономические категории вносились экзо-

генно и недостаточно отделялись от материально-технических. Это нередко
давало повод к критике (не всегда, к сожалению, достаточно

квалифицированной) конкретных применений математики в экономике, а подчас

даже к оспариванию самой возможности таких применений за пределами
тех же бухгалтерских, балансовых и др. расчетов.

Таким образом, перед математической наукой встала задача разработки
адекватного (или, говоря более осторожно, достаточно адекватного)
математического инструментария для описания, анализа и, наконец,

прогноза экономических явлений. Проведем теперь трафаретное рассуждение:
экономические явления — сложные; адекватно описывать сложные явления

можно только достаточно сложными средствами; следовательно,

математический аппарат, который можно с надеждой на успех использовать в эко-
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номических (а не только в технико-экономических) исследованиях,

неизбежно будет сложным. Поэтому уже априори следовало предполагать, что

в основе этого аппарата будут лежать весьма общие и абстрактные
математические конструкции, к которым математика пришла индуктивным

путем только в нашем столетии, а дальнейшее его развитие будет
происходить дедуктивно и притом отнюдь не ретроспектированием

предшествующей эволюции, а по некоторому существенно новому пути. Должно было

появиться большое число принципиально новых конструкций, хотя,

возможно, и имеющих те или иные черты формального сходства с

конструкциями, возникшими в свое время в "физико-технической" математике.

Отметим два фактора, обуславливающих неизбежность трудностей в

математическом обеспечении экономических представлений.
Экономические (а тем самым и математико-экономические)

представления, чтобы быть в должной мере адекватными, должны отражать

основные черты экономических явлений, в том числе - многосторонность

интересов участников экономической жизни и те формы, в которых эта

многосторонность интересов регулируется. Естественно, что для создания

математических представлений об экономических явлениях необходимо

иметь специальный формальный аппарат, которым бы отражалась такая

множественность. Такой аппарат существует и называется теорией игр.
Эта теория, начало которой следует отнести к выходу в свет

основополагающей монографии Дж. фон Неймана и О. Моргенштерна "Теория игр и

экономическое поведение" (1944 г.; рус. пер. 1970 г.), сравнительно
проста в своих элементарных понятиях и утверждениях и, напротив,
требует для своего развития достаточно сложного и изощренного аппарата.
Но этого мало. Сложившаяся теория игр относится к случаю экономики с

малым числом участников (т.е. того случая, который иногда

характеризуется как "олигополистический"), а это не соответствует реальной
экономической действительности. Чтобы рассматривать вопросы большой

экономики, необходимо уметь переходить от экономики с малым числом

участников к экономике с большим числом участников. Но в

математических представлениях очень большое - это бесконечно большое. Поэтому
в нашем вопросе остается сделать еще один шаг, осуществив переход
(напоминающий в математике переход от элементарной комбинаторики к

функциональному анализу) от конечного числа участников экономики к

бесконечному.
Из всего сказанного можно сделать вывод, опять-таки априорный, что

весь экономико-математический материал, ориентированный на собственно

экономические приложения, должен неизбежно оказываться педагогически

неподатливым. Уже исходные его позиции требуют абстрактных
формулировок, а обращение с ними - сложного (во всяком случае в

концептуальном смысле) аппарата. Неудивительно поэтому, что руководств по этой

тематике в настоящее время в сущности нет.

Предлагаемую советскому читателю книгу Гильденбранда можно считать

первой в мировой литературе монографией, посвященной изложению основ

математической экономики. При этом уже сама элементарность (в смысле
простоты, первичности, нерасчлененности) рассматриваемых
экономических понятий требует математической общности (в смысле универсальности
и абстрактности) их трактовки. Поэтому книгу Гильденбранда отнюдь
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нельзя рассматривать как легкий учебник, подобно книгам,
предназначенным для первоначального знакомства с другими предметами. Практически
читать ее может только достаточно искушенный в абстрактных
рассуждениях математик-профессионал (несмотря на то, что чуть ли не все

употребляемые в книге понятия должным образом определены и разъяснены).
Говоря формально, от читателя не требуется и каких-либо предварительных
знаний в области математики. Однако в свете сказанного выше, весьма

желательным было бы его знакомство с теорией игр и абстрактной теорией
меры и интегрирования.

Книга Гильденбранда весьма информативна. В процессе ее чтения можно

не только освоить непосредственно содержащийся в ней научный материал,
но и почерпнуть немало поучительного для дальнейшего развития своих

математико-экономических представлений. Этому в немалой степени будет
способствовать продумывание формулировок приводимых по ходу дела

задач, не говоря уже о попытках их решения.

Перевод книги выполнили О.Н. Воробьева (предисловие и разделы А,

В, С, D. I, D. II. 1 - D.IL3 части I), Г.П. Ляпунова (раздел D. II.4 части

I, гл. 3 и 4 части II) и В.Ю. Лисицын (гл. 1 и 2 части И). Необходимая работа
над библиографией выполнена Г.П. Ляпуновой.

Н.Н. Воробьев



ПРЕДИСЛОВИЕ

Излагаемая в этой книге теория получила свое развитие в основном за

последние десять лет и выросла непосредственно из двух основополага*

ющих работ: Дебре и Скарфа (1963) "Одна предельная теорема о с-ядре
экономики" и Аумана (1964) "Рынки с континуумом участников".

Основной проблемой этой теории является связь между двумя

основными понятиями равновесия в экономике : с-ядра, отражающего

кооперативную концепцию равновесия^ и равновесия по Вальрасу, отражающего

некооперативную концепцию.

Обе эти концепции имеют давние традиции в экономической теории.
В 1874 г. Л.Вальрас дал первую формулировку общего экономического

равновесия. В 1881 г. Ф.Эджворт провел анализ понятия с-ядра и его связи

с равновесием по Вальрасу. В.последнее время обе эти концепции

равновесия возродились с развитием теории игр.
Я убежден, что основные идеи книги, относящиеся к экономической

теории, можно понять на чисто интуитивном уровне без ознакомления со

всей той математикой, которая излагается в части I. Вообще я склонен

рекомендовать читателю при первом чтении начать непосредственно с.гл. 2

и 3, которые и составляют сердцевину книги. Большинство результатов,

приводимых в тексте как теоремы и предложения, сформулированы и

доказаны для простых ситуаций. В основном тексте я не стремился к

максимально общему изложению. Обобщения большинства результатов, а

также некоторые дополнительные результаты квалифицируются как задачи

и располагаются в конце каждого параграфа. Фактически для решения
этих задач часто требуется более сложный математический аппарат, чем

для понимания основного текста. Именно с этой точки зрения и было бы

полезным тщательное изучение части I. Я опасаюсь, что начинать книгу
по математической экономике с длинной главы, посвященной

математическим вопросам, психологически мало оправданно: экономиста такой

подход может обескуражить, а математик может придать чисто

математическим аспектам слишком большое значение. Тем не менее, ориентируясь на

среднего читателя, я считаю удобным собрать воедино и снабдить отчасти

доказательствами математические понятия и утверждения, взятые из

весьма различных областей математики.

Что касается благодарностей, то я хочу прежде всего выразить мою

глубочайшую признательность Ж.Дебре, впервые познакомившему меня с

предметом, который стал содержанивгМ этой книги. Без его постоянного

ободрения и конструктивной критики я скорее всего и не написал бы ее.

Я использовал много его идей и указаний без явных ссылок на них в тексте.
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В последние четыре года мы тесно сотрудничали с РЛуманом, Т.Бьюли,
Б.Гродал, Я.Каннаи, Ж.-Ф.Мертенсом, Д.Шмайдлером иШ.Замиром.Своими
вкладами в работу над книгой они существенно способствовали ее

формированию, и я рад поблагодарить их всех за дружеское сотрудничество.
В течение последних лет я вел преподавание по материалам этой книги

в Калифорнийском университете в Беркли, в Центре по исследованию

операций в эконометрике в Лувене, в Станфордском университете и в

университете Бонна. Мне приятно сознавать, что я многим обязан коллегам

и студентам.

Я благодарен К.Гильденбранду, который содействовал написанию

приложения к гл. 2. ЭДиркер, Дж.Грин, К.Гильденбранд, А.Кирмэн, В.Нойе-

файнд, Д.Зондерманн и В.Трокел читали различные варианты рукописи
или обширные ее разделы. Я признателен им за помощь и комментарии.

Бонн, февраль 1973 ВТ,



ЧАСТЬ I

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПОНЯТИЯ

А. ОБОЗНАЧЕНИЯ В ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ

Понятие множества рассматривается здесь как первичное.

Составляющие множество объекты называются элементами этого множества*).
xES означает, что χ является элементом множества S (х

принадлежит S);
χ 4 S означает, что χ не является элементом множества S;
TCS означает, что каждый элемент множества Τ является также

элементом множества S (Т есть подмножество множества S, или Τ

содержится в S);
T = S означает, что TCS и SCT (множества S и Τ равны).

Через φ обозначается множество, не содержащее ни одного элемента

(пустое множество).
Через {;с, у, ζ,... } обозначается множество, состоящее из элементов

χ,γ,ζ,... Порядок и повторения в списке этих элементов несущественны.

Так, {х,y,y,x,z}= {ζ, χ,у).
Через N обозначается множество всех натуральных чисел {1, 2, 3,. ..} .

Через{х \р(х)} обозначается множество всех тех х, для которых
выполнено условие р(х).

Через^ЕЗ" \р(х)} обозначается множество всех тех х, которые

принадлежат S и удовлетворяют условию р(х).
Объединение множеств S и Τ есть множество {x\xES или хЕГ};

оно обозначается SUT.

Пересечение множеств S и Г есть множество {χ | χ £ S их£ Τ}; оно

обозначается SOT.

Дополнение множества Τ в множестве S (разностью множеств S и Т)
есть множество {χ |х£ S и χ φ Τ}; оно обозначается S\T.

Формальным математическим приемом установления связи объекта у
с объектом χ является формирование упорядоченной пары (х, у).
Понятие упорядоченной пары здесь принимается за первичное. Две

упорядоченные пары (х,у) и (х',у') считаются равными, если х = х' и у-у'.
Декартово произведение множеств S и Τ есть множество, элементами

которого являются упорядоченные пары (х, у), причем х£5 и у £ Τ;
оно обозначается S XT.

Математическое описание правила постановки в соответствие одним

объектам других описывается как множество таких упорядоченных пар

*·) Если все множество называется пространством, то его элементы обычно

называют точками (Примеч. ред.)
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(*» У), что элемент у по этому правилу ставится в соответствие

элементу х. Это приводит к следующему определению.
Отношение φ множества S в множество Τ есть некоторое

подмножество произведения S X Т, т.е. множество упорядоченных пар (х,у),
где xes и уе Г (рис. 1.1).

Область определения (область задания) отношения φ есть

множество*)
dom φ : = {χ Ε S | существует такое у Ε Τ, что (х, у) Ε φ}.

Область значений отношения χ Ε S есть множество

ran^:={>' Ε Г| существует такое д:Е5, что (х, у) Ε φ}.

Образом элемент $ES в отношении φ называется множество

φ(χ):={νεΤ\{χ.γ)Εφ}.

Образом подмножеста A CS в отношении φ называется множество

φ{Α) :-{уЕТ\ существует такое χ Ε Л, что (х, у) Εφ}.

Для любого отношения φ множества S в множество Г можно определить

I I

I J
ι 1 » *

dom ρ д?

Рис. 1.1

обратное ему отношение s^"*1 множества Τ в множество S следующим

образом:
φ*1 :={(}\χ)ΕΤΧ5\(χ,\>)(Ξφ}.

Пусть φ - отношение S в Г, а Л является подмножеством S.

Отношение ν? Г) (А X Г) называется сужением отношения φ на Л и

обозначается ^ | А

Пусть φ — отношение 5 в Т, а ψ — отношение Τ в U. Тогда
отношение, описываемое множеством

{(л*. z)ESX U существует такое у Ε Τ, что (χ,у)Εφ и 0'. 2) е Ψ),
назьюается композицией отношений φ и ψ и обозначается ti/ о ^.

Отношение ^ множества 5 в множество Τназывается соответствием**),
если

dom φ - S.

*) Знак : = символизирует, что правая часть равенства служит определением для
левой части.

**) В оригинале correspondence. (Примеч. пер.)
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Отношение φ множества S в Τ называется отображением или

функцией, если для каждого xGS найдется и притом единственный элемент

yGT, для которого (χ,γ)Εφ. Элемент у называется значением φ в

точке х. Это записывается в виде y-φ(x). Таким образом, как образ
элемента χ при отображении φ, т.е. множество {у}, так и значение φ в

точке х, т.е. элемент у, для удобства записей обозначаются одним и

тем же символом φ(χ).
Соответствие S в Τ может быть также определено как функция φ

множества S в множество 2т\ф всех непустых подмножеств

множества Т*). Тогда множество

{{χ,γ)£ΞΧΤ\}'<Ξφ(χ)}

называется графиком функции φ.

Соответствия будут, как правило, обозначаться строчными буквами

греческого алфавита, например φ, ψ. Если мы хотим подчеркнуть, что

соответствие является функцией, то для его обозначения будем
пользоваться строчными латинскими буквами, например /, g, h.

Для обозначения функции /, отображающей S ъТ, будем часто

пользоваться одной из записей:

/: S-» Τ или S-^T.
То, что элемент у поставлен по правилу / в соответствие элементу х,

будет выражаться записью х*+у=У(х).
Функция х*+х из S в S называется тождественной (тождественным

отображением) и обозначается id^.
Функция/: S -» Τ называется инъективной {взаимно однозначной),

если f(x)-f{y) влечет χ-у. В этом случае /"Чгап/ является функцией
(из ran/ в S)y f'1 °f=ids, причем /о/"1 может и не совпадать с id^.

Функция называется сюръективной (или отображением на), если гап/ =
= Т. В этом случае /-1 является функцией из Τ в S, /о/"1 = idr, a

/-1 о / может отличаться от \&s.
Функция / называется биективной, если она одновременно инъективна

и сюръективна. В этом случае f~l является функцией, действующей из

Τ на S, Г1 o/=ids и /о/"1 =idr.
Функция {х, у}^х множества S Χ Τ в S называется проекцией S XT

на S и обозначается символом Yrs. Ясно, что PrS(</>) = dom φ и ?τΤ(φ) =

= ran φ.

Отображение множества N натуральных чисел в множество S

называется последовательностью точек (элементов) в S и обозначается (*«)„GN,
(*")« = ι,...

или ПР0СТ0 (*«)· Сужение (х«)„еА:, К CN, называется под-

*) Авторитетно заявлялось (Дьедонне, 1961, с.1), что "не существует такого

объекта, как "многозначная функция*' (в нашей терминологии - "соответствие"), несмотря
на то что многие книги утверждают обратное. Конечно, вполне законно дать

определение функции, значения которой являются подмножествами некоторого заданного

множества. ..

"

Тем не менее для многих приложений бывает весьма удобно, особенно при
изучении свойств непрерывности (см. В.III), считать соответствие именно
многозначным отношением, а не функцией со значениями в семействе всех подмножеств.
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последовательностью последовательности (^«)„eN> если для каждого

hGN найдется такое к Ε К, что п= к.

Отображение некоторого множества / в множество 21 всех

подмножеств S иногда называют семейством подмножеств S. Тогда / называется

индексным множеством этого семейства, а само семейство обозначается

U/)/GS. Если индексное множество конечно, то семейство называется

конечным. Если /' является подмножеством /, то сужение отображения

семейства на /' называется подсемейством M/}/G/ и обозначается

{/4,·}.6/λ Заметим, что следует отличать семейство Ы,·} #G 7
от области

значений соответствия / н> А ,· для / G /.

Пересечения и объединения для семейства М,·} /G 7 определяются

соответственно следующим образом:
Π Л,- :={xGS |xGy4; для всех /G/},

U Л ,· := {χ G 5 | найдется такое i G /, что χ G Л }.

Семейство {Л/} f G 7 подмножеств множества 5 называется покрытием S,

если

U Ai = S.

Семейство (^/}/е/ подмножеств £ называется разбиением S, если

семейство покрывает S и если Л/ПЛ/=0 при ίΦι'.

Пусть {Л/)/е/ - семейство подмножеств множества S. Декартовым

произведением множеств At, обозначаемым Π Л/, называется множество
/е/

всех таких функций / из / в S, что /(/)£Л/ О'^О·
Отображение Λ множества 5 в себя называется бинарным отношением

на 5. Бинарное отношение Я называется:

рефлексивным, если (jc, x) G /? для всех χ G 5;
иррефлексивным, если (х, х)фЯ для всех xGS;
полным, если (jc, .у) G Λ или (у, χ) G /? для всех х, .у G 5, где χ ^.у;
транзитивным, если из (х, j') G /? и (у, z) G Λ следует (χ, z)ER;
симметричным, если из (х, у) G Λ следует (у, х) G /?;
асимметричным, если из (*,}>) G /? следует (у, χ) ψ. R.

Бинарное отношение, которое рефлексивно, транзитивно и симметрично,
назьшается эквивалентным или отношением эквивалентности.

Бинарное отношение, которое рефлексивно и транзитивно, назьшается

отношением предпорядка.
Пусть R — бинарное отношение на S, а М — подмножество S. Элемент

ζ Ε Μ назьшается наибольшим в смысле отношения R в М, если (х, z) G R
для всех χ ЕМ, χΦζ.

Пусть R — бинарное отношение на множестве S9 а М — подмножество S.

Элемент ζ G Μ назьшается максимальным элементом в Μ в смысле/?, если

из χ G Μ и (z, x)ER следует (χ, ζ) GR.

*} Полное отношение иногда называется также линейным. (Примеч. пер.)
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Таким образом, если R асимметрично, то ζ является максимальным

элементом в Μ в смысле R тогда и только тогда, когда для всех χ Ε Μ

будет (ζ, χ) φ R. Ясно, что наибольший элемент должен являться

максимальным. Если отношение полно, то максимальный элемент будет и

наибольшим.

Пусть R
— некоторый предпорядок на S, а М — подмножество S. Элемент

ζ Ε S называется верхней (нижней) границей множествам, если (х, z)E R

(соответственно (z, x)ER) длявсех x€R.

Лемма Цорна. Пусть R - предпорядок на S. Если каждое

подмножество Μ множества S, на котором R полно, имеет верхнюю границу

(ограничено сверху), то в S существует максимальный относительно R элемент.

Обозначим через R множество всех вещественных чисел, а символом <

обычный предпорядок на нем. Положим {jcER|;c=0} = R+. Число / 6 R
называется наименьшей верхней границей или супремумом подмножества

А С R, если / является верхней границей Л, которая меньше любой другой
верхней границы. Супремум множества Л обозначается supi4.

Число g G R называется наибольшей нижней границей или инфимумом
подмножества A CR, если g является нижней границей А и больше любой

другой нижней границы. Инфимум множества Л обозначается inf А.

Если супремум (инфимум) множества А принадлежите, то он

называется максимумом (минимумов) множества Л и записывается max A (min A)
вместо sup Л (\ηϊΑ).

В. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФАКТЫ

ИЗ ТЕОРИИ МЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ

B.I. Общие сведения '

Метрическое пространство есть пара (М, d), состоящая из множества Μ

и отображения (х, у) *-*d(x, у) множества MXMbR+и обладающая
следующими свойствами:

отделимость: d(x,y):=0 тогда и только тогда, когда х=у;

симметрия: d(x, у) = d(yy х)\
неравенство треугольника: d(x, у) £ d(x, ζ) + d(z, у).
Функция d называется метрикой на М, а являющееся ее значением число

d(x*y) —расстоянием между χ и у.

Примеры.
1. Μ = R, d(χ, у) = Ι λ: - у | - абсолютная величина разности χ -

у.

2.M = Rm:

a)d(x,y)= max |х'-У|;
ι = 1 ,...,m

m
· ι 1II

b)d(x,y)-\\x ~y\\:=( Σ (x'-y1)) (евклидова метрика);
ι=1

*) Этот раздел не является введением в теорию метрических пространств. Мы

предполагаем, что читатель уже знаком с элементарной топологией. Единственная цель

раздела состоит в том, чтобы ввести необходимые обозначения и напомнить некоторые

результаты, которые будут часто применяться в дальнейшем изложении. Эти

материалы можно найти в любом учебнике; см., например, Шоке (1966), Дьедонне (1960),
Кэлли (1955), Ройден (1963).
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c)d(x.y) = \x ~y I := Σ U'/-.V/l·
ι = 1

3. Пусть Μ
— множество всех ограниченных, заданных на S функций со

значениями в R, а для f,gEM

d(f,g)= sup |/(s)-*(s)f).

4. Пусть Μ - произвольное множество; d(x, у) = 1, если χ Φ у, и

d(x,y) = О, если χ -у.

Пусть (Л/, d) —

метрическое пространство. Для любых χ Ε Μ и е > О

множество

M*):={z£A/|d(z,*)<e>

называется замкнутым шаром с центром χ и радиусом е.

Множество

#e°(x):={z£M|d(z,Jt)<e}
называется открытым шаром с центром χ и радиусом е.

Диаметр подмножества А в метрическом пространстве (Л/, d)
определяется как

diam04):= sup d(x, у).
x/yGA

Расстояние между точкой χ и подмножеством Μ в метрическом

пространстве определяется как

dist(x, A) := inf d(x, z).
ζ GA

Последовательность точек (хп) в метрическом пространстве (М, d)

называется сходящейся к χ Ε Μ, если для любого е > О найдется такое

целое flf, что d(x, хп) £ е для всех и ^ и. Если ясно, в смысле какой

метрики имеет место сходимость, то мы будем записывать ее хп -*х или lim xn
=

п
η

= χ Точка χ (которая, как вытекает из определения метрики, является

единственной) называется пределом последовательности (хп).
Функция /, определенная на метрическом пространстве (Л/, d) и

принимающая значения из метрического пространства (Л/', d'), называется

непрерывной в точке х, если/(х„) -»/(*) как только хп -»х. Функция/
называется непрерывной на множестве М, если она непрерывна в каждой
точке множества Μ.

Два метрических пространства (М, d) и (М\ d') называются гомео-

морфными, если существует такая однозначная функция / на Μ со

значениями в Μ', что как/, так и/"1 непрерывны; функция / называется в этом

случае гомеоморфизмом.
Подмножество G метрического пространства (М, d) называется

открытым, если либо оно пусто, либо для каждой точки χ £ G существует

открытый, содержащийся в G шар с центром в χ и ненулевым радиусом.
Класс всех открытых множеств в метрическом пространстве (М, d)

обладает следующими свойствами.

*) Такая метрика называется равномерной, а также чебышевской: Очевидно, она
является развитием метрики из примера 2,а), где S = { 1,. .. ,ш). {Примеч. ред.)
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(I) Любое объединение (конечное или бесконечное) открытых множеств

открыто.

(II) Любое конечное пересечение открытых множеств открыто.

(III) Все пространство М, а также пустое множество открыты.

(IV) Для любых двух точек хх, х2 £ Μ, χ ι Φ χ2, существуют два таких

непересекающихся открытых множества Gx и G2i что хх Ε Gx и х2 Ξ G2.
Любое семейство J-подмножеств множества М, обладающее

свойствами (1)-(Ш), назьшается топологией на множестве А/, а пара (М, J ) -

топологическим пространством. Элементы ZI называются открытыми
множествами. Если топология обладает также свойством (IV), то она

называется отделяющей (хаусдорфовой)*) .

Топология, порожденная метрикой d на М, назьшается метрической
топологией пространства (Mt d). He всякая отделяющая топология на

множестве Μ может быть порождена метрикой d на М. Топологическое

пространство (М, Cf ) называется метризуемым, если существует такая

метрика d на А/, что класс открытых множеств, порожденных метрикой с/,

совпадает с Cf.

Одна и та же топология (т.е. один и тот же набор открытых множеств)
на множестве Μ может порождаться многими различными метриками

(такие метрики назьюаются эквивалентными). Поэтому метрика не

является имманентным аппаратом для исследования сходимости и непрерывности.
Подмножество F топологического пространства (М, У ) назьшается

замкнутым, если его дополнение Μ\F открыто.
(1) Подмножество F метрического пространства (М, d) является

замкнутым тогда и только тогда, когда предел каждой сходящейся
последовательности элементов из F содержится в F.

Пересечение всех замкнутых множеств, содержащих множество А9

назьшается замыканием А и обозначается А или сЫ.

Окрестностью U точки χ в топологическом пространстве (М, С/ )
называется всякое открытое подмножество М9 содержащее точку х.

Окрестностью множества А в (М, Cf) называется открытое множество,

содержащее А.

Переформулируем теперь на языке определения сходимости

последовательностей и непрерывности функции.
(2) Последовательность (хп) в топологическом пространстве (М, С/ )

называется сходящейся к точке χ £ Μ, если для каждой окрестности U

точки χ существует такое натуральное п, что хп £ U для всех п^п.

(3) Функция f, заданная на топологическом пространстве (М, О) и

принимающая значения в топологическом пространстве (М, Cf'), называется

непрерывной в точке χ £ Μ, если для каждой окрестности U точки f(x)
найдется такая окрестность V точки х, что f(z) Ε U для всех ζ Ε V.

(4) Функция f, отображающая пространство (М', О ) в (М\ J'),
называется непрерывной тогда и только тогда, когда множество f1 (G)
открыто для каждого открытого множества Ge M'.

Точка χ назьшается внутренней точкой подмножества А пространства

(Λί, J), если А содержит некоторую окрестность точки х. Множество

*) Иногда она называется также Τг-топологией. (Примеч. ред.)
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всех внутренних точек множества А назьюается внутренностью А и обозна-
о

чается А, А или intA.

Границей ЪА подмножества А пространства (М, Cf ) называется

множество таких точек, что в каждой окрестности любой из них содержится
хотя бы одна точка, принадлежащая А, и хотя бы одна,

принадлежащая М\А.

Для каждого подмножества А пространства (М, Cf) имеет место ЪА =

=J\inM.
Подмножество D пространства (Mt О) называется всюду плотным

(плотным) в М, если D = M.

Топологическое пространство называется сепарабельным, если оно

содержит счетное всюду плотное подмножество.

(5) Метрическое пространство (М, d) называется сепарабельным, если

оно обладает счетной базой открытых множеств, т.е. если существует
счетное семейство 33 таких открытых множеств, что каждое открытое
множество Μ представляет собой объединение множеств из 93.

Топологическое пространство называется дискретным, если любое его

подмножество открыто.
Подмножество А топологического пространства (Μ, О) назьюается его

подпространством, если на А задана топология CJA, причем открытые в

смысле CfA множества суть пересечения с множеством А открытых
множеств из М.

Пусть А — подмножество метрического пространства (М, d). Ясно, что

сужение dA метрики d на А X А будет метрикой на А.

(6) Топология на А, порожденная метрикой dA, совпадает с топологией

подпространства CfA.
(7) Для того чтобы каждое открытое (замкнутое) множество в

подпространстве А пространства (М, Cf) было открыто (замкнуто) в М,
необходимо и достаточно, чтобы А было открыто (замкнуто) в М.

(8) Всякое подпространство сепарабельного метрического пространства
является сепарабельным метрическим пространством.

Пусть (Л/,·, Cfi) (/ = 1,..., m) — топологические пространства. Откры-
m

тым прямоугольником в пространстве Μ
= Π Μ,· назьюается всякое мно-

m

жество вида Π G/, где G/ — некоторое открытое множество в Л//.
1=1

Обозначим через С/ семейство подмножеств пространства М, которые

могут быто получены как произвольные объединения открытых

прямоугольников. Ясно, что такое Cf удовлетворяет аксиомам (I) —(III). Так

определенное топологическое пространство (М, Cf ) назьюается

топологическим произведением пространств (Mj, ^,), a Cf - топологией

произведения.
'

(9) Пусть (Mt, dt) (ί = 1, ..., m) - метрические пространства и Μ =

m

= Π Mi. Пусть, далее,
/ = ι

m

d(x,y):= Σ а((хьуг), где х.уеМ.
ί = 1

16



Тогда d является метрикой на М, и топология метрического пространства

(М, d) является топологией произведения.
(10) Конечное топологическое произведение сепарабельных метрических

пространств является сепарабельным метризуемым пространством.
(11) Функция f, отображающая топологическое пространство Те произ-

m

ведение топологических пространств Μ
= Π Λί/, непрерывна в точке χ

1=1

тогда и только тогда, когда всё координатные функции fi, отображающие Τ

в Λί/, непрерывны в точке х.

(12) Последовательность точек {xlq,. .., χ™) в топологическом прост-

m

ранстве Μ
= Π Λί/ сходится к (χ1, ..., xm) £ Μ тогда и только тогда,

/ = 1

когда для каждого i последовательность (χα) ,
сходится к х1.

Топологическое пространство (Λί, У ) называется компактным, если

из любого открытого покрытия Μ можно выбрать его конечное

подпокрытие. О подмножестве К топологического пространства говорят, что оно

компактно, если подпространство (К, Ух) компактно. Подмножество А
топологического пространства называется относительно компактным, ρ ли

компактно его замыкание А»

Примеры. Любое конечное множество, а также любое замкнутое

ограниченное подмножество в Rw компактны. Пополненная вещественная прямая

R. которая получается путем присоединения к R двух точек — °° и +°°,

обладающих тем свойством, что —°°<х< +°° для всех χ 6 R (открытое
множество в R можно определить как объединение открытых интервалов),
также компактна.

Семейство ζ6 подмножеств множества Λί называется конечно
центрированным (или просто центрированным), если каждое конечное

подсемейство семейства ^ имеет непустое пересечение.

(13) Топологическое пространство (М, У ) тогда и только тогда

компактно, когда всякое центрированное семейство замкнутых подмножеств

в Μ имеет непустое пересечение.

(14) Любое замкнутое подмножество F компактного пространства
является его компактным подпространством.

(15) Метрическое пространство (Λί, d) компактно тогда и только тогда,

когда из каждой последовательности (хп) можно выделить сходящуюся
подпоследовательность.

(16) Компактное метрическое пространство сепарабельно.

(17) Топологическое произведение компактных пространств компактно.

(18) Если f - непрерывная функция на компактном пространстве

(Λί, У) со значениями в топологическом пространстве (Λί', У'), то f(M)
компактно. Далее, если пространство (Λί, У') хаусдорфово, а функция f
однозначна и является отображением на М', то f является

гомеоморфизмом.
Последовательность точек (хп)п=х в метрическом пространстве

(Λί, d) называется последовательностью Коши*), если для каждого е > 0

*) А также сходящейся в себе последовательностью. (Примеч. пер.)
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существует такое натуральное Я, что для всех р, q > η выполняется

d(xp,xq) ^ е. Иными словами, (хп) является последовательностью Коши,
если

diam({x„,x„ + 1 ,...))-*().
η

Очевидно, любая сходящаяся последовательность в метрическом

пространстве является последовательностью Коши. Заметим, что понятие

"последовательность Коши" не может быть сформулировано в терминах одной

только топологии пространства М. Здесь в явном виде используется

метрика.

Метрическое пространство (Л/, d) называется полным, если каждая

последовательность Коши точек из Μ сходится к некоторой точке из М.

Примеры. Пространства (R, | · |) и N полны. Пространства (0, 1) и Q
полными не являются. Может оказаться, что две метрики d и d* на Μ

порождают одну и ту же топологию на М, однако пространство (Л/, d) полно,

a (M,d*) нет.

(19) Пусть (Л/, d) - полное метрическое пространство. Для любой уды-
вающей последовательности (Fn) непустых замкнутых подмножеств М,

оо

у которой diam(Fn) -* 0, пересечение Π Fn содержит ровно одну точку
л = 1

(20) Всякое компактное метрическое пространство полно.

(21) Всякое дискретное метрическое пространство полно.

(22) Всякое замкнутое подмножество полного метрического
пространства является полным метрическим пространством.

(23) Всякое конечное произведение полных метрических пространств

полно.

Хаусдорфово топологическое пространство (М, J) назьюается

локально компактным, если каждая точка χ 6 Μ имеет хотя бы одну

компактную окрестность.

(24) (Александров.) Пусть (М, J ) - локально компактное

пространство. Тогда существует, такое компактное пространство (М\ У')9 что Μ го-

меоморфно подпространству пространства М\ дополнение которого

состоит ровно из одной точки. Пространство М* единственно с точностью д<

гомеоморфизма.
Пространство М* назьюается компактным расширением по

Александрову (или одноточечной компактификацией) и обозначается Μ V{°°}.

(25) Если (Μ, d) - сепарабельное и локально компактное метрическ

пространство, то компактное расширение по Александрову метризуемо

В. II. Пространство подмножеств метрического пространства

Пусть (М, d) — метрическое пространство,a (Fn) -последовательность

подмножеств множества М.

Топологический нижний предел. Обозначим Li (Fn)
подмножество Μ, обладающее следующим свойством: χ Ε Li(Fn) тогда и

только тогда, когда для каждой окрестности V точки χ найдется такое

натуральное й, что УПРпФф для всех η > Ъ *).

*) Li и Ls - обозначения, составленные из начальных букв слов limes infimum

(нижний предел) limes supremum (верхний предел). (Примеч. ред.)
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Топологический верхний предел. Обозначим Ls(Fn)
подмножество М, обладающее следующим свойством: χ Ε Ls(F„) тогда

и только тогда, когда для каждой окрестности V точки χ существуют

бесконечно много номеров л, для которых V π Fn Φ φ для всех η > п.

Нетрудно проверить, что:

для каждой последовательности (Fn) множества Li(F„) и Ls(F„)
замкнуты (возможно, пусты), и ЩЕп) С Ls(F„);

χ € Li(F„) тогда и только тогда, когда существуют такая подпоследо-

/Ги такая последовательность (хп), где хп Ε Fn (n>n), что lim xn = х\
η Ч

χ Ε Ls(Fn) тогда и только тогда, когда существуют такая

подпоследовательность (Fn ) и для каждого q такой элемент хп £ Fn , что

lim хп
=
χ

я
q

Говорят, что подмножество F множества Μ является замкнутым

пределом последовательности (Fn), если Li(F„) = F= Ls(F„).
Утверждение 1. Пусть (Μ, d) - сепарабельное метрическое

пространство. Из каждой последовательности (Fn) подмножеств Μможно

выделить сходящуюся подпоследовательность.
Доказательство. Ввиду того что Li(F„) С Ls (Fn ),

последовательность (Fn) сходится тогда и только тогда, когда Ls(F„) С Li(F„).
Из сепарабельности метрического пространства (Λί, d) следует на

основании (5), что оно имеет счетную базу 3d открытых множеств. В этом случае,
согласно определениям нижнего и верхнего пределов, последовательность

(Fn) сходится тогда и только тогда, когда для каждого открытого

множества G £ 5<2, для которого G Π ЕпФф при произвольно больших

значениях л, найдется такое натуральное и, что G Π ЕпФ φ для всех η έ п.

Рассмотрим теперь для каждого G £ SB последовательность (λ„ )л = 1

заданную следующим образом:

χ0 = |1, если СПЕпФф,
п

'

10, если GOF„ = 0.
Так как 38 является счетной базой, найдется такая последовательность

(по) _, , что для любого GgS подпоследовательность (λ„ )
Я
- ι»··· Я Я

~ 1»···

сходится. Поэтому будет сходиться соответствующая ей

подпоследовательность (Fn ) , что и требовалось доказать.

Обозначим через 3r(Af) или 5* семейство всех замкнутых подмножеств

метрического пространства (М, d). Покажем, что для сепарабельных и

локально компактных метрических пространств понятие "замкнутая
сходимость" является топологическим понятием.

Для любых двух непустых подмножеств Ε и F метрического
пространства (М, d) расстояние по Хаусдорфу δ (Ε, F) (относительно метрики d на

пространстве М) задается следующим образом:

&(E,F):=\ni{ee(P,°o]\ECBe(F) и FС Ве(Е)},

где В€(Е) обозначает ечжрестность множества Е, т.е.

Ве(Е) := {х еМ | dist(x, Ε) < е).
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Обозначим через % множество всех непустых замкнутых подмножеств

в (М, d).
Утверждение 2. Построенная выше функция δ: 5"0 X $ь -* [0, °°)

обладает следующими свойствами'.

(I) д(Е, F) = 0 тогда и только тогда, когда E = F\
(II) δ (Ε, F) = S(F,E)\
(III) d(E,F)<, d(E,D) + d(D,F).
Доказательство. (I) Так как Е и F являются замкнутыми

подмножествами М, из b(Et F) = 0 следует, что ECF и FCE, т.е. E = F.
Свойство (II) тривиально.

(III) Пусть

р(Е, F) := sup dist(x, F).
х<ЕЕ

Нетрудно проверить, что

S(E,F) = mm{p(E.F),P(F.F)).

Если Ε С B€(D) и D С /?η(^), то из неравенства треугольника следует, что

Ε С Ве + η(Ε). Таким образом, получаем

p(E,F)<p(E,D) + p(D,F).

Поэтому

δ(£, F) = max {p(E, F\p(F, E)} <

< max {p(E, D) + p(D, F),p(F, D) + p(D, E)} <

< max {d(E, D) + δ(Α F), d(F, D) + δ(Α /f)}= δ(£, D) + δ(Α F).

Заметим, что топология на 5"0, порожденная хаусдорфовой метрикой δ,
не задается одной только топологией исходного метрического пространства

(Л/, d). Две метрики dud' на Л/, которые задают одну и ту же топологию

на $F0, в результате введения метрики по Хаусдорфу могут привести к

различным топологиям на пространстве f0 ·

Пусть, например, Μ = R+,

</(*,;>) =

,, d'(x,y) = m\n{\<\x-y\}.
1 +х 1 +;>

Метрики dud* задают на R+ одну и ту же топологию, однако топологии,

порожденные соответствующими хаусдорфовыми метриками на #0(R+),
различны. Например, множество N целых положительных чисел

принадлежит замыканию множества всех конечных подмножеств N в первом случае

и не принадлежит во втором.
Однако если две метрики d и d' порождают одну и ту же равномерность

(т.е. если каждая функция, равномерно непрерывная в смысле метрики d,

будет также равномерно непрерывной и в смысле метрики d\ и наоборот),
то они приводят к одной и той же топологии, порожденной метрикой Хаус-
дорфа на #0-

Теорема 1. Пусть (Mt d) - компактное метрическое пространство.

Тогда множество У0 непустых замкнутых подмножеств из Μ с заданной

на нем метрикой Хаусдорфа δ представляет собой компактное метрическое

пространство. Последовательность (Fn) сходится к F в ( #0> δ) тогда и
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только тогда, когда Li(Fn ) = F = Ls(F„ ). База открытых множеств

пространства ( #о» δ) задается множествами вида

[G: Gx,...,Gk] :={Fe f0\FCG и РПв{Фф, ι=1,...,*},

где G, Gi G* -

открытые множества в М.

Доказательство. Из утверждения 2 следует, что ( ^"0 > δ)
является метрическим пространством. Пусть последовательность (Fn) сходится

kFb ( ^о, δ). Тогда очевидно, что F С Li(F„) и Ls(F„) С F.

Следовательно, Li(F„ ) = F = Ls(F„). Обратно, пусть F - замкнутый предел
последовательности (Fn ) в IFq . Из компактности Μ следует, что F Φ φ и, значит,
FG ί0. Нам остается показать, что для всякого е > 0 и достаточно

больших л справедливы включения F„ С 2?e(F) и F С B€(Fn). Если бы первое
включение было неверным, то мы пришли бы к противоречию с Ls(F„)=F;
если бы неверным было второе включение, то мы пришли бы к

противоречию с F=Li(F„).
Из утверждения 1 и (15) теперь следует, что ( 5"0, δ) является

компактным метрическим пространством.
Покажем, что класс подмножеств в £0 вида [G: Gx,..., Gk] образует

базу открытых множеств. Для того чтобы показать, что множества

[G: Gx,..., Gk] открыты, достаточно рассмотреть множества вида [G: Gx ].
Пусть F Ε [G: Gx], т.е. F CG и F Г) Gl Φ φ. Тогда существуют такие

€>0nxeFnGl,4io B€(F) С G и В€(х) CGX. Теперь нетрудно

убедиться, что шар в ($"0,5)*с центром F и радиусом е/2 содержится
в [G: Gi]. Таким образом, множество [G: Gx] открыто. Остается

показать, что для каждого FG^0h каждого шара в («^"о, δ) с центром F и

радиусом е > 0 существует множество вида [G: Gt,..., Gk], содержащее F

и содержащееся в этом шаре. Положим G
= B€(F). Ввиду компактности/7

существует конечное открытое покрытие {Gx, ..., Gk } множества Fy
причем diam Gf· < е. Очевидно, что из F G [G: ^ι, ..., G*] и F' Ε
G [G: Сь ...

, G*J следует S(F, F') < e.

Топология замкнутой сходимости. Пусть (М, £f) — топологическое

пространство. Рассмотрим подмножества пространства £ (М),
имеющие вид

[К, &] :={FGJT(M)|Fn0A:0 и FnG = 0,G=$},

где /С - компактное подмножество в Л/, а # - конечное семейство

непустых открытых подмножеств в Л/.

Конечное пересечение множеств такого вида является множеством этого

же вида. Поэтому класс всех таких множеств представляет собой базу

некоторой топологии. Она назьюается топологией Ус замкнутой сходимости

на & . Топология Cfc замкнутой сходимости является хаусдорфовой тогда

(и только тогда), когда пространство (М, С/ ) локально компактно.

Действительно, пусть FX,F2 G ^ и Fx Φ F2. Возьмем χ G Fx и χ ^ F2. Пусть
К — компактная окрестность χ, причем К Π F2 = φ. Тогда множество

о

[К, {М}] является окрестностью F2, а множество [0,{А".}] -

окрестностью Fx. Очевидно, что пересечение этих окрестностей пусто (обратное
утверждение, касающееся "только тогда", в дальнейшем нам не

понадобится) .
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Теорема 2. Пусть (Μ, d) —локально компактное сепарабельное
метрическое пространство. Тогда множество <F всех замкнутых подмножеств

в Μ с заданной на нем топологией Cfc замкнутой сходимости является

компактным метризуемым пространством. Последовательность (Fn)
сходится к F в ($", 3 с) тогда и только тогда, когда Li(F„) = F = Ls(F„).
Доказательство. Пусть Л/ U{«>} — компактификация по

Александрову (24) локально компактного пространства (Л/, d). Так как

пространство (М, d) сепарабельно, расширение Μ υ{«>} метризуемо (25).
Обозначим через ρ метрику на Μ U {«>} . к компактным метрическим

пространствам применима теорема 1. Обозначим через δ хаусдорфово расстояние
на 5Ό(Μϋ{οο}).

Каждому замкнутому подмножеству F из Μ поставим в соответствие

множество F и{°°}, которое будет замкнутым подмножеством Μ U{oo}.
Этим мы установили взаимно однозначное соответствие между множеством

всех замкнутых подмножеств в Μ и множеством замкнутых подмножеств

в AfU{oo}, которые содержат точку {°°}. Из теоремы 1 и (14)
следует, что это множество является компактным подпространством в

(«f о(М U {«>}, δ)). Поэтому' в индуцированной топологии Зь множество

«^замкнутых подмножеств в Μ является компактным метрическим

пространством. Так как дополнение компактного множества К в Μ открыто

в Μ U {оо} и так Как открытое множество в Μ открыто и в ΜU {«>},
топология Cfc замкнутой сходимости в Μ грубее, чем индуцированная
топология Уь. Поэтому, согласно (18), в том случае, когда топология С/с хаус-

дорфова, обе эти топологии совпадают на 3-
, а пространство (f, Jg)

компактно. Метрика ά на f в топологии £f c задается, согласно (6),
формулой

</(F,F'):=5(FU{oo}, F'u{oo>).

Если последовательность (Fn) сходится к F в (9· (Λί), Jc), то

последовательность (Fn U{oo}) сходится к FU{<»} B (if (MU{<*>})). Поэтому
по теореме 1 FU{<»} является замкнутым пределом последовательности

(Fn U{<»}) в ΜU{oo}> откуда следует, что F является замкнутым
пределом последовательности (Fn) в М. Обратное утверждение доказывается
аналогично. Теорема доказана.

Задачи

Задача 1. Пусть (Л/, J) -

некоторое топологическое пространство.

Для обобщенных последовательностей (сетей) (F/)/e/, состоящих из

подмножеств множества М, можно определить Li(F/) и Ls(F/) и задать

понятие сходимости по аналогии с соответствующими понятиями для

последовательностей. Показать, что каждая обобщенная последовательность

подмножеств в Μ содержит сходящуюся обобщенную
подпоследовательность.

Указание. Воспользоваться теоремой Тихонова.

Задача 2. Пусть (М,3) - локально компактное пространство.
Доказать, что обобщенная последовательность (Ζ7/)^/ в § (М) сходится в

смысле топологии замкнутой сходимости тогда и только тогда, когда

Ls(F/) CLi(Fz·). Показать, что предположение о локальной компактнос-
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ти является здесь необходимым, т.е. для нелокально компактных

пространств замкнутая сходимость не определяет топологии.

Задача 3. Пусть (М, У) - локально компактное пространство.
Показать, что множество ^замкнутых подмножеств в Μ компактно в смысле

топологии Зс замкнутой сходимости.

Указание. ^Рассмотреть покрытия множеств вида { F EiF\ F Π

Π Κ-φ} и {F G # I F Γ\ϋΦφ}η применить теорему Александрова.
Задача 4. Было показано, что для локально компактного

пространства (М,У) пространство («^, Ус) хаусдорфово. Доказать обратное
утверждение, т.е. доказать, что если пространство ($", Cfc) хаусдорфово, то

хаусдорфово пространство (М,3) локально компактно.

Задача 5. Пусть (М, d) — локально компактное сепарабельное
метрическое пространство. Показать (не пользуясь при этом, как в теореме 2,

понятием хаусдорфовой метрики), что пространство (5", Jc) метризуемо.
Указание. Воспользоваться теоремой Урысона и показать, что

($", Cfc) имеет счетную базу открытых множеств. Воспользоваться этими

множествами для базы Cf c. Показать, что из метризуемости пространства

($", $с) следует сепарабельность локально компактного пространства

Литературные ссылки

Замкнутая сходимость: Хаусдорф (1962), с. 168 — 172; Куратовский
(1958), с. 241-250. Расстояние поХаусдорфу: Хаусдорф (1962), с. 166-167.

Топология замкнутой сходимости: Уотсон (1953), см. также Шоке (1947),
Мровка (1958), Фелл (1962), Флаксмайер (1964), Эффрос (1965) и др.

В.III. Непрерывные соответствия

В этом разделе мы рассмотрим некоторые свойства непрерывности

отображения метрического пространства S в метрическое пространство Г*).
Для этого представляется естественным рассматривать отображение φ как

функцию, заданную на S со значениями в 2т\ф. Тогда, задавая на

множестве 2т\ф различные топологии, связанные, разумеется, с топологией на Т,
мы будем получать различные концепции непрерывности отображения φ.

Однако в большинстве приложений, например при мотивации приводимой
далее теоремы 3, наиболее удобным оказывается рассматривать φ как

точечно-множественное соответствие и, следовательно, определять понятие

непрерывности, используя непосредственно топологию на Т. Для выработки
понятий непрерывности обе представленные здесь точки зрения
оказываются эквивалентными (см. задачи 4 и 5) .

Полунепрерывные сверху соответствия

Определение 1. Отношение φ метрического пространства S в

метрическое пространство ΤНазывается полунепрерывным сверху (п.н.св.)

*) Ограничение метрическими пространствами не является существенным. Оно,
однако, оставляет достаточную общность для приложений, которые будут
рассмотрены в следующих главах.
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в точке χ ££, если φ(χ) Φ Φ и для всякой окрестности U множества

φ(χ ) найдется такая окрестность V точки х, что </?(ζ) Ci/для всех z6F.

Отношение называется пл.св., если оно п,н.св. для всех х£ 5.

Примеры.
1. Отображение /: S -+Т πл,св. в точке xGS тогда и только тогда, когда

оно в χ непрерывно.
2. Отображение /: S -+Т отображает замкнутые множества в замкнутые

тогда и только тогда, когда отношение

y^r\y)-{xes\f(x)-y}
п.н.св.

3. Пусть /: S-*R. Соответствие xK{>'G R I у </(х)} п.н.св. тогда и

только тогда, когда функция/является полунепрерывной сверху*).
4. Если отношение φ из 5 в Г является п.н.св. в точке х, то отношение

xt+φ (х) также пл.св. в точке х. Обратное неверно.
5. Пусть отношения </?/ из S в Τ(ι = 1,.,., п) п.н.св. в точке х. Тогда

и

отношение χ и· U <р. (х) п.н.св. в точке х.

Пусть KCGCT, где /С компактно, a G открыто в Г. Тогда найдется такое

δ >0, что Вδ (/С) CG. Следовательно, если отношение φ из S в Τ таково,
что φ (χ ) непусто и компактно, то </? пл.св. в точке χ тогд;* и только тогда,

ко^а для каждого δ > 0 найдется такая окрестность V точки χ, что для

всех ζ Ε V имеет место φ (ζ) GB s (φ (* ) ) >

Утверждение 1 (характеристические свойства п.н.св.). Пусть φ
-

соответствие из S в Т. Эквивалентны следующие суждения:

(Ι) φ является п.нхв,;

(II) множество {xGS \ φ(χ) CG} открыто для любого открытого
множества G в Т;

(III) множество {хЕ£ | φ(χ) С F) замкнуто для любого замкнутого
множества F в 7 .

Множество

φ-*(Μ)'.={χ£8\φ(χ)αΜ)
будем называть сильным прообразом множества М, а множество

φ^(Μ):={χΕΞ\φ(χ)ηΜΦφ]
слабым прообразом М.

Доказательство. (I) =* (II). Пусть множество G открыто в Г и

χΕφ~
*

(G). Покажем, что χ является внутренней точкой <p~*(G). Так
как G —

окрестность точки φ(χ), из (I) следует, что существует такая

окрестность V точких, что φ{ν) С<7,т.е. V dp~*(G).
(II) ^(1). Пусть U —

окрестность точки </?(х). Существует такое

множество G, что φ(χ) CGjT£/. Согласно (II), множество <p~*(G) открыто,

и, так как χ G ^

~ *

(G ), можно выбрать F =
<р
~

*

(G ).

*) Если / - однозначная функция со значениями в R, то она будет п.н.св. в *€ S,
если для любого λ > f (χ) существует такая окрестность Uточки х, что λ>/(ζ) для
любого ζ€ί/.
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(И) <=> (III) � Действительно, для каждого А С Г

8\φ-ι(Α) = φ—(Τ\Α).

Следствие. Пусть соответствия ^ризБвТифизТв Uявляются
п.нхв. Тогда композиция ψ ο φ из S в Uтакже должна быть п.н.св.

Доказательство. Так как (ψ° φ)
~l

(F) = φ
_1

(ψ"1 (F)),
сформулированное следствие вытекает из утверждения 1 и (III).
Определение 2. Отношение φ из S в Τ называется замкнутым β

точке jc, если для каждой последовательности точек (хп>Уп) из S X Т,

для которой (х„, >'„) -► (х; >') и >'„ G </? (х„) (л = 1,...), имеет место у £

€*>(*)·

Рис. 1.2

Отношение называется замкнутым, если оно замкнуто в каждой точке

xes.

Если соответствие замкнуто в точке х, то оно не обязательно п.н.св. в

этой точке (даже если множество φ (χ ) компактно).
Пример.

1/*>, *>0,

х = 0
</>(*) = ίί0 '

"

Uo>,

(рис, 1.2).
Если Τ компактно, то отношение φ из S в Г, замкнутое в jc, будет также

п.н.св. в χ. В частности, если пространство Г компактно, то соответствие φ

будет замкнутым тогда и только тогда, когда φ πл.св.

В более общем случае мы имеем следующий результат.
Утверждение 2. Пусть φ и ψ - соответствия из S в Τ и пусть точка

х £ S такова, что φ(χ) Π ψ(]с ) Фф .

(a) Если φ и фп.н.св. в точке χ и имеют замкнутые множества значений,
то соотношение хн-φ (χ) Π ф(х) также п.нхв. в точке'х.

(b) Если φ замкнуто в точке χ, ψ п.н.св. в χ, а Ψ(χ) компактно, то

отношение х*+φ (χ) Π ψ (χ) п.н.св. в точке х.

Доказательство. Пусть G - открытая окрестность φ (χ ) Π ψ(* ).
ПоложимF= ф(χ) Π (AG).

(а) Множество F замкнуто ηφ(χ) (^F = ф . Существуют такие

открытые окрестности G' и G"соответственно множеств φ (χ ) и F, что G* Π G" =

= 0 . Так как </? πл.св. в точке χ, то существует такая окрестность V точки

х, что </?(К' ) CG и, значит, ^(^) с T\G". Поскольку G' U G" является
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окрестностью ф (х) и φ п.н.св. в точке χ, то существует такая окрестность

V" точки х, что Ф(У") CG' U G". Следовательно, для каждого ζ EV' Π

Π F" мы имеем

^(Z)n^(Z)=(7,\G")n(G,UG")CG.
(b) Так как φ замкнуто в точке χ, то для всякого }'$φ(χ) существует

такая окрестность V точки χ и такая окрестность U точки у, что </?(К) С
CT\U. Поскольку F компактно и F Γ)φ (х) = ф , то существуют такие

окрестности К' и G" соответственно точки χ и множества F, что ip(F') С

CT\G". Доказательство можно закончить, как в случае (а).
Утверждение 3. Пусть соответствие φ из S в Τ имеет компактные

значения и п.н.св. Тогда образ φ (К) компактного множества К-компактен.

Доказательство. Пусть {G/} /е/
— открытое покрытие φ (К).

Так как для каждого χ £ К множество φ (χ) компактно, то существует
такое конечное множество 1Х С/, что

<р(х)С U G, = GX.

Согласно утверждению 1, множество v~*(Gx) открыто; тогда очевидно,

что xEip~*(Gx). Следовательно, семейство {φ~ *(GX)}X^K является

открытым покрытием множества К. Так как К по предположению
компактно, существуют такие хх,..., xm G К, что

m

Очевидно, что ί^/},·€/χ (fc= 1,.. . ,m) будет конечным подпокрытием

Теорема 1 (характеризующая п.н.св. через последовательности).
Компактнозначное отношение φ множества S в Τ является п.н.св. в χ

тогда и только тогда, когда φ (χ) Φ Φ и для каждой последовательности

(хп), сходящейся к х, и для каждой такой последовательности (>'„), что

уп £ φ (х„), существует сходящаяся подпоследовательность

последовательности 0'„), предел которой принадлежит φ (χ).
Доказательство. Пусть φ п.н.св. в точке χ Множество К=\х,

*1э*2> * · · } компактно и сужение φ на К п.н.св. Тогда, согласно

утверждению 3, множество φ (К) компактно и, значит, последовательность (уп)
содержит сходящуюся подпоследовательность, например (>'и ) "* >'·

±
q

-

Предположим, что у ψ φ (χ). Тогда существует замкнутая окрестность U

множества φ (χ), не содержащая у. Но для достаточно больших η мы имеем

φ(χη) С U, так как φ п.н.св. в точке х. Таким образом, для достаточно

больших η упЕ £/, а значит,у Ε U, и мы пришли к противоречию.
Для доказательства обратного утверждения предположим, что φ не

п.н.св. в точке х, т.е. существует такая открытая окрестность U

множества φ {χ), что каждая окрестность V точки х содержит точку ζ, для которой

φ (ζ) ψU. Следовательно, найдется последовательность (хп)> сходящаяся

к х, и уп £ φ (х„). По предположению существует сходящаяся подпоследо-
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вательность (>'„) и lim >'„€</? (χ). Однако из уп 4 U для всех л следует

lim>'„ f £/, и потому lim yn 4v(x)> что и требовалось.
<7

*
<?

Ч

Для облегчения дальнейших ссылок сформулируем несколько

непосредственных следствий из теоремы 1.

Утверждение 4. Пусть отношения φί множества S в 7} (ι = 1,...
..., &) компактнозначны и пм.св. в точке х. Тогда произведение
отношений

к
χ» Π φι(χ)

/=ι

из S β Π 71,· компактнозначно и пм.св. в точке χ.

Доказательство. Утверждение непосредственно следует из

теоремы 1, (13) и (19) изВ.1.

Утверждение 5. Пусть Ε - линейное метрическое пространство,

а отношения φ§ множества Sв Ε (/ = 1,... ,k) компактнозначны и п.н.св.

в точке х. Тогда отношение

k

х*+ Σ <pj(x)
ι=1

из S в Ε также компактнозначно и п.н.св. в точке х.

Доказательство. Пусть последовательность (хп) сходится к χ и

к

уп е Σ <Pi(xn).
f=l

к

Тогда уп= Σ уп9 Где γ^^φί^^). По теореме 1 в каждой последова-

тельности (угп) (/ = 1,..., п) найдется сходящаяся
подпоследовательность, предел которой содержится в φι (χ). Следовательно, существует
такая сходящаяся подпоследовательность {Упя) последовательности (уя),
что у1п -* у ιΕ φ,- (χ). Таким образом,

к к

lim уПа
= Σ у'е Σ φ^χ).

я
q

/=ι /=ι

Поэтому из теоремы 1 следует утверждение 5.

Утверждение 6. Пусть отношение φ множества S в Rm
компактнозначно и пм.св. в точке х. Тогда соответствие хн-conv φ (χ), где convip—

выпуклая оболочка φ, компактнозначно и п.н.св. в х.

Доказательство. Пусть последовательность (хп) сходится к χ и

уп G conv φ (χη). Мы можем написать

m

уп
= Σ \ηιιη ,

/=0

где
m

ζι»Εφ(χ„), Σ λί = 1
/=0
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и \*п ^ 0 (см, C.I, (3)). По теореме 1 существует сходящаяся

подпоследовательность последовательности (Zn)n (f = 0,..., т), предел которой
принадлежит φ(χ). Значит, существует такая сходящаяся

подпоследовательность (ynq) последовательности (>'„), что подпоследовательности

(zO<? и (λΌ<7 0' -0,...,т) сходятся. Положим ζ'ιηη-*ζι и λ' -*λ'.
ч ч ч Я

т

Ясцо,что Σ λ1 =1иХ/ ^ 0. Следовательно,

т

lim>'„ = Σ λ1 ζ1 Gconv φ(χ\q
/=ο

что и требовалось.

Отношения, полунепрерывные снизу

Определение 3. Отношение φ из метрического пространства S в

метрическое пространство Τ называется полунепрерывным снизу (п.н.сн.)
в точке χ Ε S, если φ (χ) Φ Φ и если для каждого открытого множества G
в Г, для которого φ (χ) ΠϋΦφ, существует такая окрестность V точки х,

что φ (ζ) ПСФф для всех ζ G К,

Отношение φ называется п.н.сн., если оно п.н.сн, в каждой точке xGS.

Примеры.
1. Отображение /: S -+Т п.н.сн. в точке χ тогда и только тогда, когда

оно непрерьюно в х.

2. Отображение /: S -* Τ отображает открытые множества в открытые
тогда и только тогда, когда отношение

является п.н.сн,

3. Пусть /: S-+R. Соответствие х*+{уЕ R I у £/(*)} п.н.сн, тогда и

только тогда, когда вещественная функция/ полунепрерывна снизу*),
4. Отношение φ из S в Τ п,н,сн, в χ тогда и только тогда, когда

отношение хь+φ (х) п.н,сн. в х,

5. Если отношения φι из S в T(i = 1,..., η) пл.сн. в точке х, то отноше-

п

ние JCH- U ι/?/ (χ) п.н,си. в х.

Утверждение 7 (характеризация п.н.сн.). #>>сгб φ
- соответствие

из S в Т. Следующиеутверждения эквивалентны:

(Ι) φ п.н.сн.;

(II) для любого замкнутого F в Τ множество { χ € 5 I <p(x) CF} з&мк--

иуго:

(III)для каждого открытого G в Τ множество {х ES Ι φ(χ) ПвФф)
открыто.

Доказательство аналогично доказательству утверждения 1.

*) Вещественная функция / полунепрерывна снизу в точке хб5, если для каждого

λ < f(x) существует такая окрестность Uточки х, что λ < / (ζ) для всех ζ е U.
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Теорема 2 (характеризация п.н.сн. через последовательности). Если
отношение φ из S в Τ п.н.сн. в точке х, то для каждой последовательности

(хп), сходящейся к х, имеет место φ (χ) С Li (φ (χη) ). Наоборот, если

для сходящейся к χ последовательности (хп), то φ п.н.сн. в х.

Доказательство. Пусть φ п.н.сн. в х, последовательность (х„)
сходится к χ и у Ε φ (χ). Для любого натурального г обозначим через
В г {У) шар радиуса 1/г с центром в у. Так как φ п.н.сн. в точке х, для

каждого г существует такая окрестность Vr точки х, что для каждого

zEVr имеет место φ (ζ) Π Вг(у) Фф. Пусть (nr)r= ι, ...- такая

последовательность натуральных чисел, что пг < η,,+ ι их„Е Vr при n>nr.
Для η, подчиненного условию nr <п<пг+1, выберем в множестве

φ(χ„) Π Вг(у) точку уп. Последовательность (у„) по построению
сходится к у.

С другой стороны, предположим, что φ не является п.н.сн. в точке х, т.е.

найдется такое открытое множество G, где G Π φ (χ) Фф, что каждая

окрестность V точки χ содержит точку ζ, для которой φ (ζ) Π G = ф . Тогда

найдется сходящаяся к χ последовательность (х„), для которой <р (х„) Π
Π G = 0 . Пусть >'G(?n (ρ (χ). Согласно предположенному, найдется

сходящаяся тс у подпоследовательность (>'„), для которой ynq Εφ(χΠ(ΐ). Для

достаточно больших q мы имеем уп £ G. Таким образом, φ (xnq) Π G Φ ф ,

и мы получаем противоречие.
*

Следующие утверждения являются тривиальными следствиями

теоремы 2.

Утверждение 8. Пусть отношения </?/ из S в Г/ (/ = 1,...,п) яв-

п

ляются п.н.сн. в х. Тогда произведение отношений хн- Π φι (χ) из S в

η

Π Tf является п.нхн. в х.

Утверждение 9. Пусть Ε - линейное метрическое пространство,
а отношения φι из S в Ε (/ = 1,... ,k) являются п.н.сн. в точке х. Тогда

к

сумма отношений *) хн· Σ φί (χ) из S в Ε будет п.н.сн. в х.

Утверждение 10. Пусть Ε - линейное метрическое пространство,
а отношение φ из S в Ε п.н.сн. в х. Тогда выпуклая оболочка convip(r.e
χК conν φ (χ) ) будет п. н.сн. в х.

Заметим, что пересечение п.н,сн. соответствий будет тоже п.н.сн. только

в особых случаях (см. задачу 6).
Утверждение 11. Пусть φ - п.н.сн. соответствие из S в Т, а

функция /: SXT-+R полунепрерывна сверху. Тогда функция xt+inf{f(x,y):
у Ε: φ (χ) } также полунепрерывна сверху.

Доказательство. Положим m (χ) = inf {/(χ, у) : у G φ (χ)}. Пусть
*η -**(> · Мы должны показать, что lim sup m (x„) < m (x0).

*) О сумме отношений можно говорить в силу линейности пространства Ε (ср.
утверждение 5). Не путать его с объединением отношений. {Примеч. ред.)
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Рассмотрим сначала случай т(х0) >-<*>. Тогда для каждого е>0

найдется такое >'е£<р(*о)> что /(*<ъ>'е) —т(хо)й€- Ввиду того что φ

п.н.сн. в х0, существует такая сходящаяся к ^последовательность (>'«)>
что уп €φ(χη) (η = 1,...). Следовательно, f(xn, yn) £ m (xn) и, значит,

lim sup m(xn) < lim sup/(jt„, yn) ^

^/(*o>>'e)^™ (*<>) + *·

Если m (xQ) = -
*, то для любого отрицательного λ найдется такое У\ G

£</>(*<>)> что ί(Χο,}'\) ^ λ. Доказательство завершается, как в

предыдущем случае.

Непрерывные соответствия

Определение 4. Отношение φ из S в Τ называется непрерывным

(в точке х), если φ полунепрерывно и сверху, и снизу (в точке х).

Рис. 1.3

Пример. Пусть /,·: 5 -*Rm (ι = 1,..., η) —

непрерывные функции.

Определим φ(χ) = conv{fx (χ), ...,/„(*)} , т.е. как выпуклую оболочку
точек fx (χ) у... ,/»(*).. Соответствие <р является непрерывным.

Пусть 0 - соответствие из 5 в T,z< x(xES) - бинарное отношение на

β(χ) (рис. 1.3). Для каждого xGS рассмотрим множество φ(χ)
максимальных в смысле ·< х элементов на множестве j3(x).

Многие задачи в экономической теории могут быть сведены к такой

постановке. Элементы множества S описывают окружение некоторого
участника экономики, а множество дописывает все априори доступные
для него действия. Фактический выбор действия ограничивается
окружением в его состоянии χ до множества β(χ); он выбирает стратегию из

этого множества согласно определенному критерию, описываемому
отношением < х, которое также может зависеть от состояния окружения. Что

можно в связи с этим сказать о непрерывности соответствия φ из S в Г?

Теорема 3. Путь β - соответствие изБ в Т, а < x(xGS) -

некоторое

иррефлексивное и транзитивное бинарное отношение на β(χ), непрерывное
в том смысле, что множество

{Qc,y,z)eSXTXT\y,zefi(x) и }>ϊχζ}

замкнутое S ХТХТ.

Если множество β(χ) компактно, то множество φ(χ) всех

максимальных в смысле <х элементов в β(χ) непусто и компактно, причем
соответствие φ п.н.св. в каждой точке χ непрерывности β.
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Доказательство. Предположим, что φ (χ) - ΐ>> т.е. что по

каждому у G β(χ) найдется >»' Ε /3(лг), для которого у < ху'. Пусть у (ζ) = {>' G

€β(χ) Ι -V ч χζί · Семейство (τ(ζ)} ге£(*) является открытым

покрытием 0(х). Так как β(χ) компактно, из этого покрытия можно выделить

некоторое конечное подпокрытие, скажем γ(ζ,),... ,7(*„). Ввиду
транзитивности отношения < х конечное множество {ζ ι,..., ζη) имеет

максимальный элемент, скажем ζ„. Следовательно, ζη ф y(z{) (/ = 1,..., /ι — 1).
Из иррефлексивности отношения <х следует, что znfy(zn), т.е. z„G
€ 0(х), и мы пришли к противоречию.

Из свойства непрерывности отношения <х непосредственно следует,
что множество φ (χ) замкнуто. Так как φ

= β Π φ9 а β п.н.св. в точке χ по

утверждению 2, нам достаточно показать, что φ замкнуто в точке х. Пусть
(*!,>·«) -*(*>>') и >'„€</>(*«) (л = 1). Покажем, что >'€</>(*)· Пусть ζ -

произвольная точка в β(χ). Так как /3 п.н.сн. в х, по теореме 2 существует

последовательность (z„), сходящаяся к ζ, где ζηΕβ(χη). Поэтому >'„ j,
t χ *и(л=1,...)· Отсюда в силу непрерывности <х должно выполняться

Следовательно, у является максимальным элементом в β(χ), т.е. >Έ
£ φ (χ), что и требовалось.
Следствие. Пусть соответствие β. из S в Τ компактнозначно и

непрерывно, af: S X T-+R -

непрерывная функция. Тогда;

(a) функция

xl+m(x): = max{/(x, у) \yέβ(x)}
непрерывна:

(b) соответствие

x*+{yefi(x)\f(x,y) = m{x))

непусто, компактнозначно и п.н.св.

Доказательство. Утверждение (Ь) следует непосредственно из

теоремы 3, если положить отношение yx>z как (х,у) >f(x,z). Так как

φ п.н.св., из утверждения 4 следует, что соответствие хН· (χ, φ (χ)) п.н.св.

Следовательно, композиция этого соответствия с непрерывной функцией/,
т.е. хн*/(х, </?(*))> также п.н.св, (следствие из утверждения 1). Так как

/(*, </?(*)) состоит только из одного элемента, а именно из т(х), мы
доказали тем самым, что функция т непрерывна, что и требовалось.

Соответствие выбора φ в приведенной выше теореме 3, вообще говоря,
не является непрерывным. Как мы увидим в дальнейшем, это отсутствие

непрерывности порождает серьезные трудности в практических
приложениях. Однако ввиду того, что соответствие является п.н.св., возможные

разрывы оказываются локализованными. Интуитивно можно ожидать,

что таких локализаций не будет слишком много. Во всяком случае,

они не могут быть повсюду. Следующая теорема уточняет это

соображение.

Пусть φ
— соответствие S в Т. Определим множество C(ip, e) для

каждого е > 0 "точек е-непрерывности", положив
существует такая окрестность Ux точких, что!

sup δ (*>(*), φ(ζ))<€ί'ζΕυχ. Γ
где через δ обозначенно расстояние по Хаусдорфу, определенное в В.П.

G(ip,€y.=\xeS
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Таким образом, в точке χ ЕС(<р,е) локализация множества φ(χ)
меньше, чем е, в смысле расстояния по Хаусдорфу. Ясно, что компактно-

значное соответствие φ непрерывно в точке χ тогда и только тогда, когда

хЕС (φ,€) для любого е>0.

Теорема 4. Пусть соответствие φ из метрического пространства S во

вполне ограниченное метрическое пространство Τ компактнозначно и

п.н.св. Тогда дм любого е>0 множество С(^,е) точек е-непрерывности

открытое и всюду плотно в S.

Замечание. Метрическое пространство Г называется вполне

ограниченным, если для любого е > 0 существует конечное покрытие Τ

множествами, диаметр которых меньше е. Мы будем применять теорему 4 в

случае 7,= Rm. В действительности это имеет смысл, так как Rw можно

рассматривать как подпространство компактного пространства Rw U{°°}
(рм. B.I, (24) и (25)). Топологическое пространство Rm с метрикой,
порожденной на него метрикой компактного метрического пространства
Rw и {«>}, является вполне ограниченным. Мы хотим подчеркнуть, что

в теореме 4 условия, касающиеся соответствия φ, носят топологический

характеров то время как условия, относящиеся к пространству Г,
топологическими не являются. Заключение теоремы носит опять-таки

топологический характер.

Доказательство. Пусть F€: S\C(</?, e). Так как φ компактно-,

значно и П.Н.СВ., нетрудно проверить, что xEF€ тогда и только тогда,

когда для каждой окрестности V точки χ и для любого α < е существует
такое ζ Ε V, что ρ(φ(χ), φ (ζ)) >α, где

p(EfE'):= supdist(x, Ε')
jc6£

(см. доказательство утверждения 2, В. II). Покажем теперь, что множество

F€ замкнуто и нигде не плотно.

Покажем сначала, что F€ замкнуто. Пусть последовательность (хп) в

F€ сходится к xES и О<а<0<е. Для каждого хп существует такое

znGS, что d(xmzn) < \\п и β(φ(Χη)>φ(Ζη)) = β- Так как φ

компактнозначно и п.н.св., должно быть ρ(φ(χη), φ(χ)) "*0. Тогда для достаточно
больших η из неравенства

следует ρ(φ(χ), φ(ζ„)) ^α, т.е. *EFe. Следовательно, F€ замкнуто.
Остается показать, что F€ в S нигде не плотно. Предположим

противное, т.е. что F€ содержит непустое открытое множество G. Возьмем

какую-нибудь возрастающую последовательность чисел 0 < &χ < α2 "< ...

...< е. Построим индуктивно последовательность (хп) следующим

образом. Выберем Х\ Ε G произвольно. Пусть хп уже выбрано. Так как φ

п.н.св. и G С F€, то существует такое хп+ χ € G, что

Ρ(φ(Χη+\),φ(χη))<<Χη+ι -ая, P(*(*n),«P(**+i)) έ <V

Отсюда следует, что

Ρ {ψ (хп)> Ψ (*/)) = <*п Для / > п.
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Для / = η + 1 это неравенство выполняется по построению χη+ι· Для

/ > η + 1 оно выполняется потому, что из ρ (φ (χ„), φ(χβ)) < otn мы

получили бы

ρ(*(*/-ιλ *(*/))^

< Σ ρ (φ(хк\ φ(χ*-χ)) + Ρ{φ (*„), φ (χβ))<
к =

η + 1

/- 1

< Σ (α*-<**-1)+ ««=0^1,
Λ = η + 1

что дает противоречие.
Тогда для η Φ) должно быть либо .

либо

Ρ (*(*/)> φ(*η) =α/έα!.
Следовательно,

*(*(*и), *(*/))£<*ι>0.
Так как по условию метрическое пространство Τ вполне ограничено,

в Τ существует конечная αϊ /2-сеть. Нетрудно проверить, что любое

подмножество А в S находится на расстоянии, меньшем, чем αϊ/2, от некоторого

iC(/j /9} (здесь имеются в виду расстояния в смысле метрики Хаус-
дорфа δ).

Поставим в соответствие каждому φ (хп) такое множество Вп С {t ι,...
. . .

, tn}, что δ (φ (χη), Βη) < αϊ /2. Так как множество{/1,..., tq}
конечно, найдутся два таких различных индекса/ и/,что#/ =2?/.Поэтому

δ (ψ (XiX φ (*,)) < δ (φ (*,), Bt) + δ (Bh φ (*,)) < αϊ,

и мы получаем требуемое противоречие.

Рис. 1.4

Соответствие, компактнозначное и замкнутое в некоторой точке, не

обязательно в этой точке π д.св. Обычно бывает проще показать

замкнутость соответствия, чем его полунепрерывность сверху. Поэтому полезна

следующая лемма.
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Лемма 1. Пусть φ - выпуклозначное соответствие из метрического

пространства Μ в Rm. Если φ компактнозначно, замкнуто и п.н.сн. в χ ЕМ,
то оно в χ непрерывно.

Доказательство. Пусть последовательность (х„) сходится к х9

и пусть уп Ε φ (χη). Мы должны показать (теорема 1), что

последовательность (уп) ограничена (рис. 1.4). Так как φ πл.сн. в точке х, то для

каждого ζ Ε φ (χ) существует (теорема 2) сходящаяся к ζ последовательность

(2п)» ζη е Ψ (хп)' Значения соответствия φ выпуклы, поэтому сегмент [ζ„,
уп] содержится целиком в φ (χη). Если последовательность (у„) не

ограничена, то из zn-+z Ε φ(χ) следует, что для каждого е>0 найдется

такое уη
Ε [ζ „, уп], что dist (y'n, φ (χ) ) = 6. Тогда в силу компактности φ (χ)

последовательность (у„) ограничена; пусть, например, (у„ ) ~*у. Значит,

dist (у, φ(χ)) = е, что противоречит предположению о замкнутости φ в

точке χ и доказывает лемму.

Задачи

Задача 1. Пусть соответствие φ из S в Τ замкнуто. Показать, что

образ φ (К) компактного множества К замкнут в Т.

Задача 2. Пусть соответствие φ из S в R+1 замкнуто; предположим,

что φ (χ) + R™ ^φ (х) Для всех χ Ε S. Показать,что замкнуто соответствие

χ*+οοηνφ(χ).
Задача 3. Пусть φ{ (/ = 1,. . .

, к) — замкнутые соответствия из S

к

в R'+. Показать, что соответствие χ ►■■> Σ ^ (χ) замкнуто.
/ = ι

3 а д а ч а 4. Показать, что компактнозначное соответствие φ из

метрического пространства S в метрическое пространство Τ непрерывно тогда и

только тогда, когда функция φ: S -*Ж0Т непрерывна, где^0^ -

множество всех непустых компактных подмножеств Τ с заданным на нем расстоя
нием по Хаусдорфу δ.

Задача 5 (топологии Виеториса на 2т\ф). На множестве 2т\ф
непустых подмножеств топологического пространства Τ можно рассматривать
две топологии: Ус и &F- Топология Зс определяется как самая грубая
из топологий на 2т\ф, обладающих тем свойством, что для каждого

открытого подмножества G в Г множество 2°\ф открыто. Аналогично

топология Cfp задается как самая грубая из топологий на 2г\0стем свойством,
что для каждого замкнутого подмножества F в Г множество 2F \ф замкнуто.

Показать, что соответствие φ из топологического пространства S в

топологическое пространство Г является пл.св. (пд.сн.) тогда и только тогда,

когда отображение

^-*(2Г\0, :iG)
(соответственно </>: S -+ {2т\ф, 3f)) непрерывно.
Задача 6 (пересечение пл.сн. соответствий). Пусть φ —

выпуклозначное соответствие S в R"7. Доказать, что если φ пл.сн. в .ν и если^ является

внутренней точкой φ (χ ) , то существуют такие окрестности V и ί/соответ-

ственно точек .ν и;',что UCtp(z) для всех ζ Ε i^T.e. (χ,у) является

внутренней точкой графика φ.
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Вывести отсюда:

(1) Если соответствия φ и ψ из S в Rw являются пд.сн. в х, то

φ(χ) η Ф(х) ^ Ф· Далее, если φ выпуклозначно и φ (χ) открытого

отношение χ*+φ (х)п Ф(х) является пд.сн. в точке* .

(2) Если φ и ф - выпуклозначные соответствия из S в Rm - являются

пд.сн. в χ и если \η\φ(χ) Π int ф(х ) Φ 0,то отношение χ *+φ(χ) η ψ (χ)

будет пд.сн. в χ.

Литературные ссылки

Результаты, приведенные в этом разделе, более или менее знакомы

экономистам-математикам. Большую часть материала можно найти у Бержа

(1966). Теорема 4 содержится в работе Форта (1949), а приведенное здесь

доказательство заимствовано у Диркера (1974).

С. РАЗЛИЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ О ЕВКЛИДОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

C.I. Обозначения

Предполагается, что читатель знаком с элементарной линейной алгеброй
и с геометрией евклидова пространства Rw.
Мы будем применять следующее обозначение:
i-я компонента вектора (координата точки) χ в Rw обозначает-

сях'* (/ =1,...,/я); х= (χ1,*... ,хт).
Пусть х, у Ε Rw; тогда:

х ^ у означает, что х* ^ у1 для всех / = 1,..., т;
л: <у означает, что χ й у и χ Фу\

х<у означает, что х1 <у1 для всех i = 1,...,/я.

Пусть xGRm и α £ R; тогда χ ί (α) означает, что xi ^ α для всех

i =l,...,m.
Пусть X и Υ ~ подмножества Rm; тогда Χ ^ Υ означает, что χ ^ у для

всех χ € X и всех у Ε Υ.

Сумма подмножеств Rm определяется следующим образом:

X+Y:={ x+y\xeXnyeY).

Множество R7: ={ χ Ε Rm | 0 1 χ } называется положительным ортан-

том Rw; множество R™: = —RT - отрицательным ортантом.
m

Пусть х, у Ε Rm. Скалярное произведение Σ χ*у* векторов jc и у обоз
/ = ι

начае~ся χ
·

у.

Пусть реГи X CRW; тогда

р-Х: = {р-х \хЕХ}.

Пусть xGRm; тогда

U|:= Σ |jc'| и Ι|χ||:=+νΤΓχ7
/= ι

35



СП. Выпуклые множества

Подмножество С пространства Rw называется выпуклым, если Хл* +

+ (1 -\)уес цдявсехх,уеСиО < \< 1.

Сумма χ = λ^ι +
... + \пхп называется выпуклой комбинацией векто-

п

ров xit... , хп, если λι ^ 0,..., λ„ > 0 и Σ λ,- = 1.
/= ι

(1) Подмножество в Rm выпукло тогда и только тогда, когда оно

содержит все выпуклые комбинации его мементов.
о

(2) Замыкание С и внутренность С выпуклого множества С-выпуклы.
Выпуклая оболочка. Пусть А - подмножество Rm. Пересечение всех

выпуклых множеств, содержащих множество А, называется выпуклой
оболочкой А и обозначается convA

(3) (Каратеодори.) Пусть А - подмножество в Rm. Тогда каждая
точка χ Ε convА является линейной комбинацией m + 1 точек из А.

(4) Выпуклая оболочка компактного подмножества в Rw компактна.

(5) Выпуклая оболочка суммы конечного числа множеств равна сумме

их выпуклых оболочек:
η η

conv Σ Ai= Σ conv Л...
/ = ι ί = ι

(6) (Шепли -Фолкман.) Пусть At (i = 1, . . .
, η) - непустые подмно-

п

жества β Rw и д: G conv Σ At. Тогда существуют такие точки χ7· G convAj
ί = ι

(i = 1,..., n\ что χ = Σ χ, и I {11 xi ψ At} I 1 m *).
/= ι

Асимптотические конусы. Подмножество С пространства Rw, в котором
Хх G С для всех χ £ С и λ ^ 0, называется конусом (с вершиной в 0).

Пусть S- подмножество в Rw. Асимптотический конус от S обозначается

через Μ S и определяется как

ΛΛ5:= Π C(S*),
k - 1

где C(Sk) — наименьший замкнутый конус, содержащий

Sk = {xes\\x\ > k).

По определению AkS является замкнутым конусом.

(7) Если S С Rw и xER™, то Ab(S+x) =M5.

(8) Если S - замкнутое выпуклое подмножество Rm , содержащее 0,
το/AS С 5.

(9) Если Υ - замкнутое выпуклое подмножество Rw >то У +МУС Y.

(10) ТТусгь задано семейство подмножеств в Rw . £Ъш пересечение их

асимптотических конусов совпадает с {0}, то пересечение самих этих

множеств ограничено.

*) Здесь и далее для любого множества А через IAI будет обозначаться его
мощность (в случае конечного множестваА - число его элементов). {Примеч. пер.)
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(11) (Теорема об отделимости. Минковский.) Пусть А и В -

непустые

выпуклые подмножества в Rw, не имеющие общих точек. Тогда

существует гиперплоскость, отделяющая множества А и В, т.е. существует такая

точка pGRm, что

sup ρ· χ ^ inf p-x

(рис. 1.5).

(12) Пусть А - замкнутое выпуклое подмножество в Rw, не

содержащее прямых линий, и пусть D
- всюду плотное подмножество в Rm.

Точка ζ принадлежит А тогда и только тогда, когда inf υ -χ й ν -ζ для
ХЕ:А

всех υ € D.

Рис. i.5 Рис. 1.6

Пусть S С R™. Множество {х €Rm \х- ζ ^ О для всех ζ G S } называется
полярой S и обозначается S° (рис. 1.6).

(13) Пусть С -замкнутый выпуклый конус в Rw. Тогда поляра С°
множества С также является замкнутым выпуклым конусом *) и

(С°)° = С.

С. III. Теоремы о неподвижной точке для соответствий

Неподвижной точкой соответствия φ из S в 5 называется такой

элемент χ из S, что χ Ε φ (χ).
(14) (Какутани.) Пусть S - непустое компактное выпуклое

подмножество в Rm. Если соответствие φ из S в S выпуклозначно и замкнуто,

то оно имеет неподвижную точку.
Следующее утверждение, вытекающее из теоремы Какутани о

неподвижной точке, является основой доказательства существования равновесия.

(15) (Дебре, Гейл, Кун, Никайдо.) Пусть С - выпуклый замкнутый
конус в Rm с вершиной в 0, не являющийся линейным подпространством.
Если соответствие φ из множества С в Rw компактнозначно, выпукло-

*) Сс принято также называть конусом, сопряженным С. (Примеч. пер.)
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значно, и п.нхв. и если ρ-φ(ρ) ~ 0 для всех ρ Ε С, то существует такая

точка р*е С, р*ФО, что φ(ρ*) ПС° Φ ф.

Литературные ссылки

Результаты, приведенные в этом разделе, хорошо известны. В целом

можно сослаться, например, на книгу Рокафеллара (1970). Доказательства
теоремы Шепли - Фолкмана можно найти у Старра (1969). По поводу

доказательства теоремы (15) см. Дебре (1956).

D. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ МЕРЫ

D.I. Определения и основные факты *)

Измеримые пространства, о-алгеброй %Л подмножеств множества Ω

называется класс подмножеств Ω, содержащий φ и Ω и замкнутый относительно

операций дополнения, счетного объединения и счетного пересечения.

Пара (Ω, Λ), состоящая из множества Ω и σ-алгебры Λ подмножеств Ω,
называется измеримым пространством. Принадлежащие Λ
подмножества Ω называются^-измеримыми.

Если задан класс % подмножеств Ω, то наименьшая σ-алгебра (т.е.
пересечение всех σ-алгебр), содержащая $, называется σ-алгеброй,
порожденной классом Г&.

Борелевские σ-алгебры. Пусть Τ -

метрическое пространство. Борелев-
ской о-алгеброй на Г, обозначаемой $3(Т)9 называется σ-алгебра,
порожденная всеми открытыми подмножествами Т.

(1) Если S - некоторое подпространство метрического
пространства Т, то

®(S) = {BC\S\Beffi(T)}.

В частности, если S € Зд(Т),то

33(S) = {В CS \ В еЗЗ(Т)}.

Произведение измеримых пространств. Пусть (Ωι,*/ίι) и (Ω2,*>#2) -

два измеримых пространства. Измеримым прямоугольником в Ω,χ Χ Ω2
называется всякое подмножество вида

Αι ХА2 ={(ω1,ω2)| ωί ΕΑχ,ω2 €А2),

гяе Ai EJli кА2€%А2.

σ-алгебра подмножеств из Ω! Χ Ω2, порожденная всеми измеримыми
прямоугольниками, обозначается ·Α\ ® А2 и называется произведением
о-алгебр Лх и А2. Измеримое пространство (Ωχ Χ Ω2,ι/ία ®Λ2)
называется в этом случае произведением измеримых пространств (^Ιι,^ι) и

*) Этот раздел не является введением в теорию меры. Его единственной целью

является введение обозначений и формулировка некоторых часто встречающихся
в дальнейшем результатов. Материал раздела, если нет специальных ссылок, можно

найти в любом учебнике, например у Неве (1965) или Лоэва (1963).
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(Ω2 ,*^г). Если Α€<Αχ® Λ2, то для всех ω! Ε Ωχ сечение

Αω% : = ίω2 €Ω2 | (ω!, ω2) € Λ}

принадлежит Λ2.
Подчеркнем, что из A G ^ ®^ 2 еШе не следует, что множество

Υ\ςιχΑ\
= {οΐχ €Ωι Kcjj, ω2) Ξ Л для некоторого ω2 6ί22)

принадлежит «^ι.
Произведение конечного семейства {(Ω/, *^/)}/ = ι,...,Μ измеримых

пространств определяется аналогично и обозначается
η

~

η

(ΠΩ/, β Λ/).
/=ι ι=ι

Произведение борелевских σ-алгебр. (2) Пусть Τχ и Т2 - два cenapa-
бельных метрических пространства. Будем полагать

@(Тг)ХЗЗ(Т2) = 5&(7\ ХГ2).
Измеримые функции. Пусть (Ω^ οίχ) и (Ω2,^2) - два измеримых

пространства. Функция/: Ωχ -*Ω2 называется измеримой, если

/-1(^) = ίωι e^i |/(ω1)€£'}€^1 длявсех Ее<А2.

Если Ω! или Ω2 -

метрические пространства, то термин "измеримость"
всегда будет относиться к борелевским σ-алгебрам.

(3) Для того чтобы функция f измеримого пространства (Ωχ ,*Αχ) виз-

меримое пространство (Ω29<Α2) была измеримой, достаточно, чтобы
существовал такой класс % подмножеств из А2ь который бы порождал Λ 2

и Г1 (С) ejx для всех Се %,

Примеры, (а) Для каждого А еЛ характеристическая функция 1д:
Ω -* R такая, что

если ω ЕЛ,

если ω£Α,
измерима.

(b) Пусть (Ω,*//) -

измеримое пространство, a Jl' -

некоторая σ-подал-

re6pa«/i. Тождественная функция id: ο>*+ω из {О,,Л) в (Ω,*4')
измерима.

(c) Всякая полунепрерывная сверху или снизу функция (в частности,

любая непрерывная функция) из метрического пространства Μ в R

измерима.

(d) Функция /: (Ω,Λ) -► R измерима, если

{ωΕΩ|/(ω) < λ) € Л длявсех λ Ε R.

(4) Если функции f из (Ω,Λ) β (Ω',Λ') и g из (Ω',Λ') β (Ω",Λ")
измеримы, то и композиция go f из (Ω,*/0) β (Ω", Λ") также измерима.

(5) Яустъ // - измеримые функции из (Ω,·/0) β (Ω/,^/) (/ = 1,..., η) ;
η η

тогда функция ω н> (^(ω), ...,/„(ω)) из (Ω,Λ) β ( Π Ω,·, » ^)
измерима. ,· = ι ,· - j
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Укажем некоторые свойства измеримых функций.
(6) Пусть fug- измеримые функции из (Ω, Л) в R Тогда функции

f + g: ω "> /(ω) + $(ω),

/£·· ω ** /(ω)^(ω),

sup{/,s): ω *+ sup{/(co), g(cu)}

измеримы.

Пусть fn - такая последовательность измеримых функций из (Ω,*/ί)
в R, что предел lim /„(ω) существует для всех ω Ε Ω. 7Ъгдя функция

η

ω *+ lim /w(ω) измерима,
η

(7) Яусгь ддиьг измеримое пространство (Ω,,<Α) и функция f из

Ω Χ [0, 1] β [0, 1], ά/я которой:

(a) функция /( ·, ζ) Λ-измеримадля всех £ G [0, 1];
(b) функция /(ω, ·) непрерывна справа при всех ω Ε Ω.

Тогда функция f является Λ ® $f ([0,1 ]) -измеримой.
(8) Яусгь g - измеримая функция из измеримого пространства (Ω,Λ )

β измеримое пространство (Т, Cf), а /: Ω -* Rw. 5 эгол« случае

функция f измерима по отношению к σ-алгебре g~l {С/) тогда и только тогда,
когда существует такая измеримая функция k из (Т9 С/ ) в Rm , «/го

/ = А о*.

Пространства с мерой. Пусть (Ω,ι/ί) -

измеримое пространство.
Вероятностной мерой ν на Л называется функция на Л со значениями в [0, 1 ],
причем ν(Ω) = 1, которая обладает свойством счетной аддитивности, т.е.

каждая последовательность (Еп)> где Еп^Л и Еп Π 2*",,' = φ (ηΦη*),
удовлетворяет соотношению

оо оо

р( U Еп) = Σ *(ЯЙ).
η = 1 « = 1

Пространство с мерой (Ω,*Λ,ν) задано, если указаны непустое

множество Ω, σ-алгебра его подмножеств Л и мера ν, определенная на А.

Для каждой последовательности подмножеств (Еп) множества Ω

зададим подмножества lim supEn и lim inf En соотношениями

lim sup En := Π U Em ,

lim inf ZT„ : = U Π En .

Подмножество lim supZT„ (подмножество lim inf £и) множества Ω

состоит из всех тех со Ε Ω, которые принадлежат бесконечному числу
(соответственно всем, за исключением, может быть, конечного числа)
множеств Еп (п ^ 1). Ясно, что всегда lim inf Еп С lim sup 2Г„. Если эти

множества совпадают, то их обозначают lim En.
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(9) (Последовательная непрерывность.) Пусть (Ω,*Α,ρ)
-пространство с мерой, а (Еп) - последовательность, где Εη Е*А. Тогда

v(urn inf Еп) ^ \\mmfp(E„) й

< lim sup ι>(ΖΓ„) й ν(lim supEn).

5 частности, если существует lim £;„, го предел lim ι>(ΖΓ„) также сущест-
η η

вуетиравен ν (lim £и).

(10) (Лемма Бореля - Кантелли.) Пусть (Ω,Λί, ρ) -пространство

с мерой, а Еп - некоторая последовательность множеств в Л. Если

Σηι> (Еп) < оо
, то ρ (lim^sup^) = 0.

Пусть/ иg — два измеримых отображения из (Ω,«.<4, ν) в некоторое сепа-

рабельное метрическое пространство Т. Тогда множество {со Ε Ω | /(ω) Φ

^ £ (ω)} измеримо. Если его мера равна нулю, то говорят, что / и g гсити

везде равны, и обозначают это / =
g почти везде (п.в.) на Ω.

Полные пространства с мерой. Пусть (Ω,*Α,ρ) —

пространство с мерой.
Подмножество N из Ω называется пренебрежимо малым, если существует
такое множество Ε ^Л, что N С Ε и р(Е) = 0. Пространство с мерой
(Ω, Λ, р) называется полным, если Я содержит все пренебрежимо малые

подмножества Ω.

Если Jf есть класс всех пренебрежимо малых множеств пространства
с мерой (Ω,ι/ί, ρ), то класс Αν всех подмножеств вида Ε U Ν, где E^lA

и NGlJT, совпадает с σ-алгеброй, порожденной <АкЖ Кроме того,

соотношение ϊ(Ε υ Ν) := ν (Е) задает единственную меру ν на^„ , которая
является расширением ν, причем пространство с мерой (Q.,%AV , V) полно.

(11) (Теорема о проекциях*).) Пусть (Ω,*Α,ν) - полное

пространство с мерой, a S - полное сепарабельное метрическое пространство. Тогда

Ρ'ω(Μ) €Λ для всех Me,A<z>33(S).
Неатомические пространства с мерой. Подмножество Л из Ω называется

атомом пространства смерой (Ω,Λ, ρ), если ν (А) >0ииз£ С А следует
либо р(В) = р(А), либо р(В) - 0. Пространство с мерой (Ω, Λ, ν),
а также сама мера ρ на (Ω,<Α) называются неатомическими, если {Ο,,Λ, ρ)
не имеет атомов.

Пример. Пространство с мерой ([0, 1], 9д([0, 1]), λ), где λ -

лебегова мера на [0, 1].
Если пространство с мерой (Ω,,Α,ρ) неатомическое, то множество Ω

несчетно. На атоме измеримая функция почти всюду постоянна.

(12) Любое измеримое пространство имеет не более чем счетное

множество непересекающихся атомов. Поэтому любое измеримое пространство

*) Читатель, знакомый с теорией меры, заметит, что в этой теореме содержатся два

утверждения: во-первых, теорема о проекциях дня аналитических множеств (Марчев-
ский и Рылль-Нардзевский, 1953) и, во-вторых, свойство измеримости аналитических

множеств (Сакс, 1937).
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может быть представлено в виде объединения счетного числа атомов и его

неатомической части

(13) На несчетном полном сепарабельном метрическом пространстве

всегда можно задать неатомическую меру *).

(14) Мера μ на сепарабельном метрическом пространстве Τ является

неатомической тогда и только тогда, когда μ(ί) = 0 для всех tST.

Для применений теории меры к экономике фундаментальным
оказывается следующее утверждение.

(15) (Теорема Ляпунова **).) Пусть vt (/
= 1,..., m) -

неатомические

меры на (Ω,«/#). Тогда множество

ivx{E\...9vm{E)) е Rm\E еЛ)

является выпуклым и замкнутым подмножеством Rw.

Интегрирование. Пусть (Ω ,<Α, ν) — пространство с мерой, а / —

ступенчатая функция на Ω со значениями в R. Это значит, что существует такое

конечное разбиение (А1у ..., Ап) пространства Ω, что А,- Ε Λ и функция /
постоянна на каждом из множеств А{. Измеримой ступенчатой функции
поставим в соответствие вещественное число Σ/(Αι-)ν(Αί). Это число

/

называется интегралом (или средним, или математическим ожиданием)
функции / и обозначается ffdv или просто //.

Операцию f()dv можно распространить с множества ступенчатых

функций на множество всех положительных измеримых функций.
Пусть /: Ω -+R - положительная измеримая функция. Тогда существует

возрастающая, сходящаяся к / последовательность /„ измеримых
ступенчатых функций. Можно показать, что для каждой такой

последовательности /„ существует предел lim //„ dv (он может быть равен +«>), который
не зависит от конкретной последовательности (/„). Поэтому, если этот

предел конечен, функция / называется интегрируемой и ее интеграл
определяется соотношением

ffdv:= Hm f fndv.

Измеримая функция / из (Ω,«/ί ,^)bR называется интегрируемой, если

интегрируемы две положительные функции /* и /~ , где

/·+(ω) = ΠΜχ(0,/(ω)),

/ "(со) = max (0,-/(ω)).

При этом интеграл функции / задается равенством

ffdv := ffdv - jf-dv.

Множество всех интегрируемых функций из (Ω, Α, ν) в R обозначается

£(Ω, Α, ν) или просто X.

*) См., например, Партхасратхи (1967), теорема 8.1.
**) Краткое доказательство см. Линденштраусс (1969).
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Интеграл f (-)dv, заданный на Χ (Ω, Α, ν), обладает следующими

свойствами:

(16) Если μ{ω£Ω|/(ω)<0} = 0, то //έ 0;

если fug,™ if й fg.

(17) fcf = с ff для всех c£R;

/(/+*) = ff+fg-
(18) (Теорема о монотонной сходимости.) Если последовательность fn

в £ монотонно возрастает (убывает), предел /Λ(ω) конечен при всех

ω £ Ω и предел интеграла lim //„ также конечен, то lim fn Ε £ и

lim //„ = /lim /я.
η η

(19) (Лемма Фату.) Пусть (/„) — последовательность в X. Если fnu g

(п
= 1,...), где ge £, то

/lim sup/„ ^ limsup//„.
η η

Если h й fn (n = 1,...),где h е£,то

/liminf/w й liminf//„.
η η

(20) (Теорема Лебега.) -Пусть (/„) - последовательность в £. £Ьш

lim/„(ω) существует при всех ω € Ω и \fn\ й g (n = 1, ...), где g G Χ,

то lim /„ G X, и /lim /„ = lim //.
η η η

Сходимость измеримых функций. Пусть (/„) — последовательность

измеримых функций из (Ω9<Α ,ν) в R.

Говорят, что последовательность (/„) сходится к измеримой
функции /:

почти везде, если

ν{ω I lim /„(ω) =/(ω)} = 1;
η

по мере, если

ν{ω\ Ι/η(ω)-/(ω)| > е) + 0 для всех 6 > 0;

β среднем, если /яи/ принадлежат X и

Л Λ. -/I </* -* 0.
η

Приводимые далее результаты, которыми мы будем часто пользоваться,

выражают связь между этими понятиями сходимости.

(21) Последовательность измеримых функций (/и), сходящаяся к f
почти везде, сходится к f по мере. Обратно, из любой сходящейся по мере

последовательности измеримых функций можно выделить

подпоследовательность, сходящуюся к тому же пределу почти везде.

(22) Пусть (fn) — последовательность положительных интегрируемых

функций. Эта последовательность сходится в среднем к интегрируемой
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функции f тогда и только тогда, когда (/„) сходится к f по мере,

и lim //„ = //.
η

(23) (Теорема Шеффе.) Пусть (/„) - последовательность

положительных интегрируемых функций. Если

/liminf/„ = lim //„ < оо,
η η

то последовательность (/„) сходится к lim inf/„ в среднем.
η

(24) (Теорема Фубини.) Пусть (Ωι,^ι,νΟ и (Ω2, <Α^,ν%) - два

измеримых пространства. Существует и притом только одна мера ν на (ΩιΧΩ2,
Λγ ®Л2), для'которой ν(Εχ ХЕ2) =Ρ\(Εχ) -ν2(Ε2) при любых Εχ^Λγ
и Е2 6^2· Ллялюбой положительной измеримой функции f из (Ώ,ι ΧΩ2,
*А\ ® <Л2) в R имеет смысл и верна следующая формула:

I fdv = /( ίηωΐ9.)άρ2)άρι =

Ω, Χ'Ω2 Ωχ Ω2

= /(//(·,ωι)<*ΐΊ )<*»».
Ω2 Ωι

Здесь мера ι> на Лх ® А2 называется произведением мер и обозначается

через νχ Χι>2.

(25) (Теорема Радона — Никодима.) Пусть (Ω, Λ, ν) -

пространство
с мерой и пусть η - некоторая счетно аддитивная функция из Λ в R,

причем η(Α) = 0 для всех таких А, что ν {А) = 0. Тогда существует такая

измеримая функция g из Ω в R (единственная с точностью до v-эквива-

лентности), что

η(Α) = fgdv, A eU.

А

Для того чтобы функция g была положительной (интегрируемой),
необходимо и достаточно, чтобы функция η была положительной (ограниченной).

Слабая сходимость мер *). Пусть Т— метрическое пространство и (μ „) -

последовательность мер на Т. Говорят, что последовательность μ„ сходится

к мере μ на Г слабо, если $fd\xn -*//</μ для любой непрерывной и

ограниченной функции / из Τ в R.

(26) Следующие утверждения эквивалентны:

(I) Последовательность (μ„) слабо сходится к μ.

(II) $ίάμη -> $fd\x для всех ограниченных и равномерно непрерывных

функций /.
(III) Для любого замкнутого подмножества F в Τ имеет место

lim 5ΐφμ,2(/^) й v(F).
π

(IV) Для любого открытого подмножества G в Τ имеет место

lim inf μη(0) Ζ μ(Ο).
n

*) Материал этого раздела взят из книги Биллингсли (1968).
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(V) Для любого подмножества Л в Τ, у которого μ-мера границы

равна нулю, имеет место lim μη(Λ) = μ(Α).
η

Примеры.

(a) Пусть Τ = Rm. Каждая мера μ на Rm имеет функцию распределе
ния Ρμ : Rw -* R, определенную равенством

ί'μ(χ)
= μ{ζ eRm\z й xl

Последовательность (μ„) мер на Rm слабо сходится к мере μ на Rm

тогда и только тогда, когда последовательность функций распределения
(FMw) сходится к Ρμ в каждой точке непрерывности FM .

(b) Пусть μ„ и μ0 -

меры на метрическом пространстве Т9 заданные

соответственно своими плотностями qn и q0 относительно меры ν на Г, т.е.

Sgndv = lhAB), ВеЯ(Т).
в

Если gn(0 -*go(0 п.в. на Г, то последовательность (μη) сходится слабо

к μο· Обратное, вообще говоря, неверно.

Пусть μ - мера на произведении пространств S X Т. Мера μ5 на S,
задаваемая равенством μ5(#) = μ(β Χ Γ), называется проекцией меры μ на S

(частным распределением μ на 5 ).

(27) Zsc/ш (μ„) - последовательность мер на сепарабельном
метрическом пространстве SX Τ - слабо сходится к мере μ, то последовательности

проекций (μ„) и (βη) слабо сходятся к соответствующим проекциям

μ5 и μτ.
Пусть (μ„) и (уп) — последовательности мер соответственно на сепара-

бельных метрических пространствах S и Т. Последовательность

произведений мер (μ„ Χ νη) на SX Τслабо сходится к произведению мер μ Χ ν на

SX Τ тогда и только тогда, когда (μ„) слабо сходится к μ, а (уп) слабо

сходится к v.

Пусть Τ — сепарабельное метрическое пространство; обозначим через
Μ (Τ) множество всех мер на Т.

(28) На Ж{Т) существует такая метрика р, что метрическое
пространство (Ж(Т), р) сепарабельно, и последовательность (μ„) сходится к μ

на (Μ (Τ), ρ) тогда и только тогда, когда она слабо сходится.

Дадим явное определение такой метрики, называемой метрикой
Прохорова:

ρ(μ, ν) = inf {e > 0 | v(E) й μ(Β€(Ε)) + е и

μ{Ε) S ν{Β€(β)) + е для всех ЕеЗЗ(Т)} .

Пусть μ - некоторая мера на сепарабельном метрическом пространстве 7\

Тогда в Τ существует замкнутое подмножество S, обладающее следующими
свойствами: μ(£) = 1 и S С F, если F — замкнутое подмножество в Г, для
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которого μ(Ρ)
= 1. Таким образом, S является наименьшим

подмножеством Τ меры 1. Это множество называется носителем меры μ и обозначается

supp μ.

(29) Множество мер, имеющих конечные носители, всюду плотно в

(Л(Т),р).
(30) Если Τ - компактное метрическое пространство, то (Ж(Τ),р)

также является компактным метрическим пространством.

Плотные меры.Семейство мер Μ на метрическом пространстве Г

называется плотным, если для любого е > 0 найдется такое компактное

множество К С Г, что μ(Κ) > 1 — е для всех μ £Л/.

(31) Если семейство мер Μ плотно, то каждая последовательность мер

(μ„) β Μ содержит слабо сходящуюся подпоследовательность.

(32) Если в сепарабельном метрическом пространстве
последовательность (μ„) слабо сходится к μ, а каждая из мер μη и μ плотна, то и

семейство {μ,μι,μ2,...}плотно.
(33) На сепарабельном метрическом пространстве любая мера μ является

плотной.

(34) Пусть Τ - сепарабельное полное метрическое пространство. Если

множество мер Μ на Τслабо относительно компактно, то оно плотно.

(35) Семейство мер на произведении пространств* S Χ Τ плотно тогда

и только тогда, когда оба семейства соответствующих проекций
пространства S и Τ плотны на них.

Распределение. Пусть($2, Λ, у) — пространство с мерой,Μ — метрическое

пространство, а/— измеримая функция из Ω в А/. Распределением /,
обозначаемым v°f~l, называется мера μ HaAf, для которой

μ{Β):=ν{ω € Ω |/(ω)€£} для всех ВеЩМ).

Распределение функции/называется также законом распределения для /
или образом меры ν при /.

На языке теории вероятностей / называется случайной величиной со

значениями в М. Если Μ = Rw, то / называется одномерной случайной
величиной. Для большинства вопросов распределение μ функции/содержит
всю интересующую нас информацию о случайной величине /. Природа
пространства с мерой (Ω, *4, ν) бывает часто весьма разнообразной.

Пусть g — измеримое отображение * метрического пространства Μ в

метрическое пространство Μ'. Тогда

(36) (Формула замены переменных.) Пусть (Ω, Л, ν) - некоторое

пространство с мерой, Μ - метрическое пространство, α Α: Ω -* Μ и

h: M-+ R - измеримые отображения. Тогда для ν © f~l-интегрируемости
функции h необходимо и достаточно, чтобы функция h © /была v-интегри-

pyeMouuf hd(vof~1) = f {hof)dv.
м Ω

Всякая мера μ на метрическом пространстве Τ представляет собой

распределение некоторой измеримой функции на некотором пространстве с

мерой, т.е. (Ω, %Α,ν) = {Τ, !Β(Τ),μ) и /: со Η- ω является тождественной
на Ω функцией. Если метрическое пространство сепарабельно и полно,
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то для каждой меры μ на Г существует измеримое отображение
/единичного интервала 10, 1] в Г, причем μ

= λ о f~l, где λ — лебегова мера на [0,1].
В более общем виде это можно сформулировать следующим образом.
(37) (Теорема Скорохода *).) Пусть Τ - сепарабельное метрическое

пространство, α (μη) — слабо сходящаяся к пределу μ последовательность

мер на Τ Тогда существуют такое пространство с мерой (Ω, Л, ν) и такие

измеримые отображения f и fn из Ив Т(п = 1, . . . ), что μ
= ν q f~l, μ„

=

= ν © f~l и lim/„ -fпочти везде на И. Кроме того, если Τ - полное сепара-
п

бельное метрическое пространство, то в качестве пространства с мерой
(Ω, «4,?) можно взять единичный сегмент с заданной на нем мерой
Лебега.

Пусть последовательность мер μη на метрическом пространстве Г слабо

сходится к мере μ на Т. Если h —

непрерывное отображение из Г в

метрическое пространство Т\ то ясно, что последовательность мер (μ„ о /г"1) на

Τ слабо сходится к мере μ oh'1.

В более общей форме:

(38) Пусть последовательность мер (μη) на Τ слабо сходится к пределу
μ, а последовательность (hn) измеримых отображений Τ в метрическое

пространство Тг на всех компактных подмножествах Τ сходится

равномерно к непрерывной функции h. Тогда последовательность (μ„ ° Л„ *) слабо
сходится к μ

° h"1.
Сходимость по распределению. Во многих приложениях (в теории

вероятностей, как и в экономике) мы приходим к следующей ситуации: для

каждого η =0, 1,... задается измеримое отображение fn из пространства с

мерой (Ω„, Jln, vn) в метрическое пространство Т. Отображения fn могут
быть заданы на различных пространствах с мерой. Однако все функции /„
принимают значения из одного и того же метрического пространства Т.

В таких случаях мы, как правило, не будем явно указывать природу тех

пространств с мерой, на которых заданы функции /„.
Последовательность измеримых отображений (/„) со значениями в

метрическом пространстве Τ называется сходящейся по распределению к

измеримому отображению / со значениями в Т, если последовательность

распределений (μ„) отображений fn слабо сходится к распределению μ

отображения /.
Если Τ = R, а все отображения /„ и / заданы на одном и том же

пространстве с мерой, то из сходимости по мере и тем более из сходимости почти

везде следует сходимость по распределению.

Обратное утверждение справедливо только в том случае, когда
отображение / постоянно.

В более общей форме:
(39) Если все функции fn и f заданы на одном и том же пространстве

с мерой (S2, Λ, ν) и принимают значения в сепарабельном метрическом
пространстве (Τ,ά),το функция ω*-*<ί(/„(ω), /(ω)) из Ω в R измерима;

если последовательность (d(fn( ·)»/(' )))п = ι,... сходится по мере к

нулю, то последовательность (fn) сходится по распределению к /.

*) Для полного сепарабельного метрического пространства см. Скороход (1965);
общий случай см. в работе Дадли (1968).
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Сформулируем, наконец, одно обобщение теоремы Лебега.

Пусть f„ - измеримое отображение из (Ω„,^Λ, fn) в R.
Последовательность (fn)n = ι,... называется равномерно интегрируемой, если

lim (sup / \fn \dvn) = 0.

\Гп\>Я

(40) Последовательность (/„) равномерно интегрируема тогда и только

тогда, когда:

(I) *Ч>/I/я|Аъ<о·;
η

(II) lim / \fn \dvn -*0 ()лл всех таких последовательностей (Еп), что

Последовательность (/„) оказывается равномерно интегрируемой, если

существует такая интегрируемая функция g, заданная на некотором
пространстве с мерой (Ω, Л, ν), что

vn{ooeSln\\fn(c*))\>q}iv{o)eSl\\g(c*>)\>q}

для всех я=1,... и q > 0.

В частности, когда все функции /J, заданы на одном и том же

пространстве с мерой, то последовательность (/„) равномерно интегрируема, если

существует такая интегрируемая функция g, что I fn I ^ g для всех л.

(41) Если последовательность (/„) равномерно интегрируема, то

последовательность распределений функций fn плотна.

(42) (Обобщение теоремы Лебега.) Пусть последовательность (/„)
измеримых функций сходится по распределению к измеримой функции /.
Если при этом последовательность (/„) равномерно интегрируема, то и f
интегрируема, и

lim Sfndvn=$fdv. (*)
η

Кроме того, если функции f и fn положительны и интегрируемы, то из

( * ) следует, что последовательность (/„) равномерно интегрируема.

(43) (Теорема Гливенко - Кантелли *).) Пусть (Ω, Λ, ν) -

пространство с мерой, а (хп) - последовательность независимых, одинаково

распределенных измеримых отображений хпиз Ω в сепарабельное метрическое
пространство Т. Пусть μη(ω,*) для каждого ω заявляется
распределением выборки {χι(ω),... ,χη(ω)} объема η (η = 1,... ),г.е.

1
μ„(ω,£) = — |{Π**(ω)€5, !=1,...,л}|.

η

Тогда почти для всех ω £ Ω последовательность (μ„(ω, * ))и = ι,. ..

выборочных распределений слабо сходится к распределению отображения хп.

*) См. Партхасаратхи (1967), теорема 7.1, с. 53.
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D.II. ИНТЕГРАЛ СООТВЕТСТВИЯ *)

D.II. 1. Определение

Суммой Si + ... +S„ конечного семейства множеств S/ из Rm

называется множество всех сумм вида Χχ +... + *„, где χ,- G S, (ι = 1,..., ή). В этом

разделе мы будем рассматривать суммы (или, более точно, взвешенные

суммы) произвольных семейств множеств в Кт.

Пусть (Ω, */£, р) — пространство с мерой, а /: Ω -► Rm, т.е.

/=(/1,...,/w), /': Ω >R, /=l,...,m.

Функция / называется интегрируемой, если интегрируемы все

координатные функции /': Ω-^R. Интеграл J/с/1> определяется как вектор

Пусть <р - соответствие из Ω в Rm. Обозначим через Ιφ множество

^-интегрируемых функций /: Ω -* Rm, обладающих тем свойством, что

/(ω)£ιρ(ω) п.в. в Ω. Функции, принадлежащие множеству £φ, называются

интегрируемыми селекторами соответствия φ.

Определение. Множество

называется интегралом соответствия φ и обозначается ίφάν или просто J φ.
По этому определению такой интеграл имеет смысл для любого

соответствия. Тем не менее еще следует показать, что для достаточно широкого
класса соответствий интеграл этот не пуст. Иными словами, следует

доказать существование интегрируемого селектора. Соответствия, допускающие

интегрируемый селектор, называются интегрируемыми. Иногда мы будем
употреблять обозначение JV для отношений общего вида, даже если может

оказаться, что на некотором множестве положительной меры φ(ω) = φ.
Тогда мы, естественно, полагаем /φ: = ф.

D.II.2. Измеримые селекторы соответствия

Теорема 1 (об измеримом селекторе). Пусть φ
- соответствие

некоторого пространства с мерой (Л,*А , у) в полное сепарабельное
метрическое пространство S, причем график φ принадлежит A®iB{S). Тогда
найдется такая измеримая функция f из Ω в S, что /(ω) Ε φ (ω) почти

везде в Ω.

Замечание. В теореме 1 достаточно предположить, что график Ωφ
соответствия^ представляет собой ( А® 53 (S ^-аналитическое множество,

т.е. подмножество Ω Χ S, полученное в результате применения к классу

*) Результаты этого раздела не содержатся в каком-либо из стандартных курсов

или монографий по теории меры. Поэтому мы приведем все полные доказательства.

Однако в этих доказательствах мы будем свободно использовать (с
соответствующими ссылками) понятия, которые не были введены в разделе D.I.
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измеримых прямоугольников Л Χ 3Ζ (S) операции Суслина*). Так как

операции счетного объединения и счетного пересечения представляют
собой частные случаи операции Суслина, σ-алгебра произведения·^®3B(S)
содержится в классе всех (^® Si (S) ) -аналитических множеств в Ω Χ 5.
Понятие аналитического множества в явном виде нигде в этой книге не

появляется, за исключением доказательства теоремы об измеримом селекторе.
Однако смысл этой теоремы можно понять и не будучи знакомым с

техническими деталями аналитических множеств. Поэтому, чтобы не затруднять

чтение, мы сформулировали теорему только для соответствий с

измеримыми графиками. Тем не менее следует заметить, что иногда бывает легче

показать аналитичность графика соответствия, чем его измеримость.

Докажем теорему 1 только для случая S = Rm и укажем, как следует

видоизменить доказательство для того, чтобы охватить общий случай

(который в этой книге не понадобится).
Доказательство. Оно осуществляется в два этапа. Во-первых,

покажем, что измеримый селектор существует при дополнительном

предположении компактнозначности соответствия φ. Во-вторых, используя

теорему Шоке о емкости, покажем, что для каждого соответствия

«^обладающего измеримым (аналитическим) графиком, существует такое ком-

пактнозначное соответствие ψ с измеримым графиком, что ψ(ω) С φ (со)
π,β.βΩ.

Первый этап не сложен. Уже было показано (задача 1),чтокомпактно-
значное соответствие с измеримым графиком обладает селектором,
измеримым почти везде. Фактически мы докажем несколько более сильную

теорему о селекторе, так как в некоторых вопросах мера заранее не

задается, и поэтому желательно, чтобы селектор существовал везде.

Существование измеримого селектора везде возможно, если мы ограничимся
соответствиями с замкнутыми значениями.

Они измеримы в том смысле, что множество

φ-ί(Ρ):={ω^Ωι\φ(ω) Π FΦ ф)

измеримо для любого замкнутого множества F. Ясно, что в силу теоремы
о проекциях (11) соответствие с измеримым графиком полного

пространства с мерой в полное сепарабельное метрическое пространство всегда

измеримо в этом смысле.

Лемма 1. Пусть φ - соответствие с замкнутыми значениями из

измеримого пространства (Ω, Λ ) в полное сепарабельное метрическое прост-
ранство S, причем

ίω€ Ω|ιρ(ω) Π РФф)еЛ

для всех замкнутых подмножеств F из S. Тогда существует такое

измеримое отображение /: Ω-*£, что /(ω) G φ (ω) для всех c*)G Ω.

Доказательство. Пусть {slf s29· -·) — счетное всюду плотное

подмножество в 5 и пусть

B„(i) ={x€S \d(x, Sf) й 1/и), /, wGN,

есть замкнутый шар с центром в S/ и радиусом 1/л.

*) Определение см., например, у Неве (1965), с. 9, или Мейера (1966), с. 34.
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Построим по индукции такую последовательность (φη) измеримых
оо

соответствий </?„, чтобы пересечение Π φη было искомым селектором.

Пусть φ0: =
φ»и определим по индукции

<Р#!+1 (ω): = ^(ω) Π Я„+1 (/„(ω)),

где

/„(ω): = min{/ G Ν|^,(ω)Π Βη+ι(ι)Φ ф).

Для всех ω G Ω последовательность (</?„(со)) непустых замкнутых
подмножеств множества S убывает, и их диаметр стремится к нулю. Поэтому

оо

(см. B.I, (19) ) из полноты пространства 5 следует, что Π φη (ω) содержит

ровно одну точку. Теперь положим

/(со): = Π φη(ω), ω G Ω.

Ясно, что функция / является везде селектором для φ. Остается показать

измеримость /. Прежде всего покажем, что соответствие φ„ измеримо,
т.е. что

{ω G Ω|</?„(ω) Π РФф)^Л

для всех замкнутых множеств F в 5. По предположению φ0 измеримо.

Предположим, что φη измеримо. Мы имеем

{ω G η\φη+χ(ω) П F*0} =

= {toG Ω|γ>„(ω)η 5Λ+1(/Λ(ω)) Π F*0> =

= U [{ω G ίΙ\φη(ω) Π Bn+l(i) Π F*0}O

Π{ω G Ω|/„(ω) = ζ}].

Но последнее множество принадлежит Л по индуктивному
предположению, а также ввиду того, что множество

1-1

{со G Ω|/„(ω) = /}= Π [{ω € Ω|^„(ω) Π Я„+1 (/) = 0}Π

0{coG Ω|ν?„(ω)Π Βη+{(ι)Φ ф}]

принадлежит Λ .

Метрическое пространство S полно. Поэтому нетрудно проверить, что

для любого замкнутого множества мы имеем

/*1(F)= П {ωΕΩ\φη(ω) П РФф),

и, следовательно,/"1 (F) Gii; это и доказывает измеримость селектора/
(D.I, (3) ), что и требовалось.
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Следствие./? условиях леммы 1, существует такое счетное

семейство измеримых функций {/,?}„е N из (β,ο4) в 5, что

φ (ω) = сК/„(а>)| nG N} для всех ω G Ω.

Доказательство. Пусть {G„}„Gν - счетная база открытых

множеств в S. Зададим соответствие φη, положив

!cl
Gn Π φ (ω), если ω G φ

_1
(cl G„),

</>(ω), если ω φ ψ^^Ιϋ»).
Применив лемму 1, мы получим измеримый селектор /„ для φη. Нетрудно

проверить, что семейство {/„} обладает требуемыми.свойствами.

При доказательстве леммы 2 будем использовать частный случай
теоремы Шоке о емкости*), которую сейчас сформулируем.

Пусть J - произвольный класс подмножеств некоторого множества 5.

Емкостью называется функция X: 25\ 0-* R, обладающая следующими
свойствами:

(I) Из Ε СЕ1 следует Х(Е) й Х(Е').
(II) Для любой возрастающей последовательности элементов (Еп)

подмножеств из S имеет место X QJEn) =
sup Χ (Εη).

η η

(III) Для любой убывающей последовательности элементов (Еп) из

J имеет место X (П Еп) = inf X (Еп).
η η

Теорема о емкости утверждает, что при некоторых предположениях
относительно £f емкость Х(А) "многих" подмножеств А в S можно

аппроксимировать емкостями подмножеств А, принадлежащих О\

Теорема о емкости. Пусть 3 - класс подмножеств

множества S, содержащий ф и замкнутый относительно конечного объединения и

счетного пересечения. Тогда для любой емкости X и для любого

.У-аналитического множества А в Cf имеет место

Х(Л) = sup{X(E)\ECA и ЕеУ).

Лемма 2. Пусть φ
- соответствие из (Ω, Λ, ν) в Rm, имеющее

(Л®33т)-аналитический график. Тогда существует такое компактно-

значное соответствие ф множества {$1,Л>, ν) в Rm, имеющее измеримый
график, что Φ(ω) Cip{oS) почти везде в Ω.

Доказательство. Пусть S = Ω Χ Rm. Обозначим через Ж класс

всех компактных подмножеств в Rw. Пусть J - замыкание класса

прямоугольников в Л X С?С относительно операций конечного объединения и

счетного пересечения. Заметим, что CfCji ®53m и что классы {ЛX
^-аналитических и («^Х 33т) -аналитических множеств совпадают и содержат

Зададим емкость X на S, положив

Х(С): = p*{?raG),

где символом ν* обозначена внешняя мера ν, т.е.

v\H) = ini{v{F)\FeJ и ЯСПдлявсех НСП.

*) Доказательство см., например, у Мейера (1966).
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Ясно, что χ обладает свойством (I) из определения емкости. Свойство

(Н) следует из цепочки равенств

X(U Еп) = ν*φτηΌ Еп) = ι;·(υ ?rnEn) = sup v*(?rnE„) =

η η η η

= supX(£V,).
η

Для доказательства свойства (III) заметим прежде всего, что для каждой

убывающей последовательности Епв У имеет место

П ?тпЕп = РгпП£и.
η η

Включение

?тпПЕп СП?тпЕп
η η

тривиально. С другой стороны, пусть ω Ε Π Ργω Εη. Тогда

({co}XRw)n Е»Фф, л=1,...

Но так как Еп G У, это пересечение можно представить в виде {ω} Χ Κη,
где Кп компактно. Последовательность (Кп) убьюает, и, следовательно,

Π ({ω} ΧΚη) Φ φ. Это и доказывает, что со € Ργω Π Еп.
η η

Так как пространство с мерой (Ω,*/ί, ν) полно, для всех ЕЕ У должно

бытьРгп^е^ (теоремао проекциях (11)). Следовательно,

Х(ПЕп) = *(Ργω Π Εη) = у(ПРгп^я) = inf *(Prnfii) = infX(£„).

Здесь третье равенство следует из счетной аддитивности меры ι>.

Применим теперь к графику Ωφ соответствия φ теорему Шоке о

емкости. Для каждого е > 0 существует такое Ge £ J, что G€ €ϋφ и

X(Ge): =*·(ΡΓΩσβ) = p(PrnCe) > x(C,)-e=l-e.
Множество

((Ω\Ργω^6) Χ Rw)n G,,

будет тоже (%Л X iS ш)-аналитическим; поэтому к нему применима теорема
о емкости. Поступая таким образом и далее, мы получим
последовательность Gx, G2,.. . попарно непересекающихся множеств Gn CGφ,
принадлежащих J и обладающих тем свойством, что v(PrnUGn) = 1. Так как

все множества G„ принадлежат J, они заведомо принадлежат и Λ® SSm.
Отсюда следует, что соответствие ф с графиком UG„ обладает всеми

требуемыми свойствами.
Замечание. Проведенное выше доказательство распространяется

и на тот случай, когда S представляет собой счетное объединение

компактных множеств. Если S - полное сепарабельное метрическое пространство,
то S гомеоморфно некоторому борелевскому подмножеству S'
гильбертова куба Η = [0,1]. Мы можем отождествить борелевские подмножества
в 5 с борелевскими подмножествами в5'. Обозначим через УСН множество
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всех компактных подмножеств в Я. Тогда из (АХ 33(5))-аналитичности
Οφ следует его (<ΑΧΧΗ)-аналитичность. Так как Η -

произвольное
компактное метрическое пространство, доказательство, приведенное выше,
охватывает общий случай леммы 2.

D.II.3. Некоторые понятия измеримости

Теорема об измеримом селекторе указывает, что существенный для

теории интегрирования класс соответствий состоит из соответствий с

аналитическим графиком. Однако для наших целей мы можем

ограничиться в большинстве случаев более простыми результатами о

соответствиях с измеримыми графиками.
Утверждение 1. Пусть φ

- соответствие с измеримым графиком
измеримого пространства (Т, У) в Rw. Тогда:

(a) если функция h: Τ -+ Rm измерима, то соответствие ω *+φ (ω) +

+ /ι(ω) имеет измеримый график-,
(b) если h - измеримое отображение из (Ώ,,ιΑ) в (Т,3)9то

соответствие φ
° h: ω*-*φ (h (ω) ) имеет измеримый график.

Доказательство, (а) Функция /: (ω, χ) »-> (ω, jc - h (ω))
пространства ΩΧ Rw в ΩΧ Rw является (d®33m)-измеримой (D.I, (5) и (6)).
Следовательно,

(b) Ввиду того что отображение g: (ω, χ) t+ (// (ω), jc) пространства
ΩΧ Rw в Τ X Rw является измеримым (см.D. I, (5) и (6)), график όφ 0 h

=

= g~l {βφ) также измерим, что и требовалось.
Утверждение 2. Пусть φ - имеющее измеримые график

соответствие пространства (Ω,«/ί) в полное сепарабельное метрическое
пространство S, a h - измеримая функция из S в сепарабельное метрическое
пространство Т. Тогда соответствие h © φ; ω*+η (φ(ω)) имеет

(<АХ33(Af))-аналитический график.
Доказательство. Множество

<7= {(ω,χ,ζ)£ΩΧ5ΧΜ|Λ:£<ρ(ω) и ζ = Л (л:)}

принадлежите® 52 (S) # 33 (М). Так как график Gj, 0 φ получен

проектированием множества G на Ω Χ Μ и так как S — полное сепарабельное
метрическое пространство (см., например, Мейер (1966), т. 9, с. 34), график
Gh о φ будет (ь4®33(М) ) -аналитичным.
Следствие. Пусть φ - соответствие с измеримым графиком

пространства из (Ω,^) в Rm. Тогда соответствие conv</?: ω н-сопу</? имеет (JlX
X 33 (Μ) ) -аналитический график.
Доказательство. Пусть

m +1

Δ={«ι,...,*«+ι)Ι& =0 и Σ^ = 1}.
ί= ι

Соответствие

ψ:ω»φ(ω)Χ ... Χφ(ω)Χ <«ι,. . . ,$m'+1)>
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из пространства (Ω,^/ί) в Rm<m + D имеет измеримый график. Функция
т +1

h: (х{,... ,хш +1 :ξι,... ,£m +1)-* Σ £,· -χ,-

из Rm^"+1) в Rm непрерывна. Так как convip
= // о ψ, из

утверждения 2 следует, что график Gconv φ
аналитичен. Это и требовалось.

Утверждение 3. Пусть (Ω,*/ί, ν) - полное пространство с мерой,
S - полное сепарабельное метрическое пространство, φ

-

некоторое

соответствие из S в R с измеримым (аналитическим) графиком. Пусть,
далее, ν - некоторая измеримая функция из S в R. Тогда функция

sup ν (φ ( ·)) из Ω в R:

со *-» sup { v(x) I χ Ε φ(ω) } ,

измерима и отображение φν из Ω β S:

ω *-* { jc G ιρ(ω) | υ(χ) =

sup υ (</?(ω))} ,

имеет измеримый (аналитический) график.
Доказательство. Мы должны показать, что для всех с G R

множество

А: = {ω£Ω I supu(ip(co))><?}

принадлежит Л. Так как

Λ=ΡτΩ {(o>fx)6C^|u(x)>t·)
и из предположений, сделанных относительно φ и ν, следует, что

{(ω,χ)Εϋφ \v(x)>c } G^®$(S),
теорема о проекциях (D. 1, (11)) влечет А Е<А.

Вторая часть утверждения следует отсюда уже непосредственно.
Функция

(ω, χ)*-*υ(χ) - supu(ip(co))

(АX 3d(S))-измерима (D. I, (5) и (6)). Поэтому
V= {(ω, χ)€ΩΧ S \ν(χ) = ϊηιρν(φ(ω))} e<A®Si(S).

Следовательно,

G ν ^G^nveU^^S),
φ

ν

что и требовалось.
Следствие. Пусть φ

-

принимающее замкнутые значения и

имеющее замкнутый график соответствие, которое отображает полное

пространство с мерой (0.,чА, ν) в Rw. Тогда график соответствия convip

измерим.

Доказательство. Пусть

φ\ω) = ί х € φ(ω) | | χ | ^ * }, * = 1,!..
Нетрудно проверить, что

оо

conv φ(ω) = U conv φ*(ω).
Λ = 1
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Для каждого ν Ε Rw построим соответствие Ηυ из Ω в Rm:

Ηυ(ω): = { χ Ε Rm \ ν · χ й supu · φ*{ω)} .

Согласно утверждению 3, функция ω *·+ sup ν φ*(ω) измерима, и,

следовательно, график Ηυ измерим. Из того, что

conv </?*(ω) = Π Ηυ{ω\

где через D обозначено счетное всюду плотное подмножество в Rm (С. II,
(12)), следует, что график каждого из соответствий conv φ* (к = 1, . . .)
измерим; следовательно, график соответствия conv φ также измерим.

Утверждение 4. Пусть φ - соответствие из (Ω,*^, ν) в полное

сепарабельное метрическое пространство S. Тогда:

(а) если ϋφ GЛ®53(5), то

{ωΕΩ,\φ(ω)ΠΒΦφ} е<А для всех Be 53(5);

(Ъ)если для каждого открытого подмножества В из S множество

{ ω € Ω 1 φ(ω) ПВФф) принадлежит <А, то график соответствия φ : ω^

π-ιρ(ω) принадлежит Λ®Ид (β).
Доказательство. Часть (а) следует из теоремы о проекциях (D. I,

(11)), так как

{ω 6 Ω Ι φ(ω) ПВФф}= Prn(^ Π (Ω Χ Β)).
Для того чтобы доказать (Ь), рассмотрим счетное всюду плотное

подмножество D в S. Нетрудно проверить, что

G* = ^ U ({ω€Ω|<ΗΛ(*;*(ω))< 1/л}Х

X^GSj </(?,*) < 1/л».

Так как множество

{o>^|dist(z,</?(co)) < 1/п) = ^{jteSltffrjt) < 1/л}

по предположению принадлежит Λ, то график соответствия φ

принадлежит А ® 83(S), а это и требовалось.
Замечание. Отметим, что если φ

_1
(F) G Λ для любого

замкнутого подмножества F множества S, то φ
_1

(G) Ε <Α и для любого открытого
подмножества G из S. Обратное, однако, может и не иметь места.

D.II. 4. Свойства интеграла ίφ

Соответствие φ из пространства (Ω,^ί, у) в Rm называется интегрально

ограниченным, если существует такая интегрируемая функция ^ из Ω

в R?1, что для всех ω G Ω

-g(co) < </>(ω) < #(ω).

Теорема 2. £с/ш соответствие φ из пространства (Ω, ^4, у) β Rw
гшеег измеримый график и интегрально ограничено, то $φά νΦφ.

Доказательство непосредственно следует из теоремы 1.

Теорема 3. Пусть φ - соответствие из неатомического пространства

с мерой (Ω, Ji , ν) в Rw; тогда интеграл ίφάν есть выпуклое

множество в Rm.
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/(«)-

Доказательство. Пусть ζ!, ζ2 £ /</? и 0< λ < 1. Существуют
такие интегрируемые функции Д, /2 £ «С^, что Ζ!

= ffx и z2
= //2.

Из теоремы Ляпунова (см. D.I, (15)) следует, что множество

{(ffidP, ff2dP)eR2m \ЕЕЛ}
Ε Ε

выпукло. Поскольку (0, 0) и (zb z2) принадлежат этому множеству,

существует такое множество ϋ1 £ Л , что

(λζ1? λζ2)= (//ь //2).
Ε Ε

Определим теперь функцию /£ £φ, положив

/ι (ω), если ω£/Γ,

[/г(^), если соё/Г.

Легко проверить, что

//= λζ! + (1-λ)ζ2,

что и требовалось.
Следствие. Пусть (Ω, Л , ν) - неатомическое пространство с

мерой, S - подмножество в Rm и φ (ω) = 5 для всех ω £ Ω. 7Ъгдя

ίφάν = convS.

Доказательство. Из теоремы 3 следует, что conv 5 С $φάν.
С другой стороны, хорошо ювестно (это легко доказать, проводя

индукцию по размерности Rw),4to // £ conv S для всех таких/, что

/(ω) £ S почти везде на Ω. Следствие доказано.

Утверждение 5. Пусть φ - соответствие из неатомического про

странства с мерой (Ω, Λ , ν) в Rm. Тогда множество

Z: = {ffdv\fG £φ, Ее Л, v(E)>Q)
Ε

Ψ

выпукло в Rw.

Доказательство. Пусть zb z2 Ε Ζ, т.е. ζ/ = //,, где/, £ JC^

и ρ (2?/) > 0 (/ = 1, 2). Надо показать, что ζ = \ζχ + (1 - λ)ζ2 Ε Ζ для

0 < λ < 1. Из теоремы Ляпунова (см. D.I, (15)) следует, что множество

{ifldv\ECEl\£2, EG J)
Ε

выпукло. Таким образом, существует такое подмножество Вι С Ει\Ε2,
В χ Ε А , что / /ι = λ / /ι. Аналогично существует такое подмножест·

в> ЯЛ*"*
во #2 С tf2\£b Я2 Ε Л , что

//2 - (1~λ) Г /2.
В, E2\S,

Снова из теоремы Ляпунова следует, что множество

{(//ι. Иг) Ξ R2W \ECEX ПЕ2ЕеЛ]
Ε Ε
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выпукло. Значит, существует такое подмножество В3СЕХ П£2, что

/Л - λ / /,, Иг = λ / /2.

Положим теперь

( /ι (ω), если ω Ε Ζ?! UZ?3.
/(ω)-

I/2(ω), если ω$#! U£3,

Д = #! U Я2 U (£*, Π £2).
Тогда

// = / /l + / Λ + / /l + / /2 =

Β Bt Β2 β3 (£,П£2)\В3
= λ //,+ (1-λ) //2 = ζ.

Это завершает доказательство.

Утверждение 6. Яусгь φ - соответствие пространства с мерой
(Ω,,Λ , ν) в R'n. Если график φ измерим и /</? Φ ф, то для всех ρ Ε Rw

имеет место равенство

sup{/?-z |z €/</?} = /sup{p-x |х€<р(·)}.

До казательство. Ясно, что левая часть этого равенства не больше

правой. Из утверждения 3 следует, что функция ω Г* sup ρ · φ (ω)
является Л ν -измеримой. Поскольку мы предполагаем, что φ имеет

интегрируемый селектор, правая часть равенства определена (причем она может

быть равна +°°).
Рассмотрим вещественное число α < /s, где s(to) =

sup ρ · φ (ω). Мы
должны показать, что существует такая функция / £ £φ, что α < ρ

· //.
Для этого возьмем интегрируемый селектор h Ε £φ и рассмотрим для

любого числа η усеченное соответствие φη:

φη(ω) = {χΕφ(ω)\ \χ~Η(ω)\ й п).

Ясно, что график φη измерим. Следовательно, по утверждению 3 функция
sn: ω н· sup ρ

· </?„ (ω) измерима. Кроме того, она интегрируема, поскольку

интегрируем селектор h. Ввиду того что (s„(co)) t $(ω), по теореме о

монотонной сходимости (см. D.I, (18)) должно быть fsn -* fs.
Следовательно, для достаточно больших η мы имеем α < fsn. Поэтому существует
такая интегрируемая функция g из Ω в R, что ot < fg и g(co) < srt(co),
ω Ε Ω. Пусть

ψ(ω) ={χ£φη(ω)\ρ· χ> #(ω)}.

Ясно, что ψ(ω) Φ φ, и график соответствия ψ измерим. Следовательно,
по теореме 1 существует измеримый селектор / соответствия ψ, а потому
и соответствия </?, который даже интегрируем. Поскольку ^(со) <р- /(со),
мы получаем, что fg<p- ff, и, следовательно, α < ρ

. //, что и

требовалось.

Теорема 4. Яусгь </? - соответствие пространства с мерой (Ω, Л , ^)
β R™ с измеримым графиком. Тогда

conv/ipdy = /сопу(/?с/и
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В частности, для неатомического пространства с мерой имеет место

равенство

ίφάν = fconvifdv.

Доказательство. Эту теорему мы будем доказывать индукцией
по размерности Rw. Ясно, что теорема справедлива при m

= 0. Покажем

сначала, что

/conv</? = ф тогда и только тогда, когда conv fφ = 0. (1)

Если /conv φ = ф, то /</? = ф и conv $φ = ф. Предположим теперь, что

/conv φ Φ 0. Пусть / — интегрируемый селектор соответствия conv φ и

ν Ε Rw, ν > 0. Рассмотрим множество

ψ(ω) = {*Ειρ(ω)!υ· χ ^ υ-/(ω)}.

Поскольку /(ω) Ε conv φ (ω), ψ(ω) =£ 0 п.в. в Ω. График соответствия

Φ измерим; поэтому (см. D.II, теорема 1) существует измеримый
селектор h соответствия ф. Так как селектор / интегрируем, ν > 0 и φ

положительно, селектор h также интегрируем, и, следовательно, /</? Φ ф.
В оставшейся части доказательства будем предполагать, что ίφ Φ ф.

Покажем, что

conv / φ и / conv φ имеют одно и то же замыкание. (2)

Для каждого ν Ε Rw имеют место неравенства и равенство

sup ν · ίφ <
sup ν

· /conv φ < /sup ν
·

φ
=

sup υ · $φ.

Действительно, оба неравенства тривиальны, а равенство следует из

утверждения 6. Значит, для каждого υ Ε Rw мы имеем sup ν
· / conv φ =

=
sup v

· conv /<£, что в соответствии с СИ (12) доказывает свойство (2).
так как оба множества выпуклы.

Для каждого подмножества X в Rm и каждого ν £ Rm положим

Х":={л:ЕЛЛи·* =

sup υ Χ}.
Остается показать, что для каждого ν Ε Rw выполняется равенство

(/conv</?)u = (conv/ip)u.

Используя теорему об измеримом селекторе, легко доказать следующее:

если ф — соответствие (Ω, Л , ν) в Rm с аналитическим графиком и

ίφ Φ 0, то для каждого ν Ε Rw будет (ίΦ)υ Φ φ тогда и только тогда,

когда

φυ(ω) Φ φ п.в.в Ω и /ψ" = (/ψ)υ.

Мы хотим применить этот факт к соответствиям φ nconv</?. Поскольку
по следствию из угверждения 2 соответствие conv φ имеет аналитический,
но не обязательно измеримый график, мы должны пользоваться теоремой
об измеримом селекторе для аналитических множеств. (Если
соответствие φ замкнутозначно, то, согласно следствию из утверждений 3, conv φ

имеет измеримый график.) Кроме того, легко проверить, что для каждого

непустого подмножества X из Rm имеет место равенство (conv Χ)υ =

= conv^"). Следовательно,

(/convey = /(convey = /conv(</?)u
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и аналогично

(convJV)u = conv(/</?)u = convJVu.

Теперь остается показать, что

/conv(</?u) = conv/</?u. (3)

Так как график отношения φυ измерим (утверждение 3), из

выражения (1)· следует, что /conv φυ = ф тогда и только тогда, когда $φΌ = 0.
Следовательно, в оставшейся части доказательства мы можем предполагать,
что ίφυΦφ.

Рассмотрим гиперплоскость

Я = {xGRm Ivx = 0).

Существует такая координатная ось L, скажем первая, которая не

содержится в Я. Теперь рассмотрим оператор проектирования β на Я

параллельно оси L (рис. 1.7).
Пусть h — функция на Ω со значениями в Rw, задаваемая как ω*+/ι(ω):=

= χ - Qx для некоторого χ^φ° (ω). Эта функция h определена и измерима.
Ясно, что φυ (ω) = Qpv (ω) + Λ (ω). Легко можно проверить, что

conv/</?" = convf(Q<pv +hi) = conv/βγ?" +/Λ,

/conv (</>u) = /conv ((?</>" + Λ) = /conv (β/) + /ft.

Следовательно, для того чтобы доказать (3), достаточно установить

равенство

/ conv (<2φν) = conv / Q<pv. (4)

Но это следует из индуктивного предположения. Действительно, векторы

β^2,. . .» 0ет образуют базис гиперплоскости Я (здесь е^ обозначает

/ι-й орт в Rm). Относительно этого базиса соответствие <2ψυ становится

соответствием φυ из Ω в Rm~l. Соответствие φν положительно,

поскольку φ положительно, и имеет измеримый график, так как (ίφν имеет

измеримый график. Поэтому по индуктивному предположению мы

получаем, что conv ίφυ = / conv φν.

Рис. 1.7
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Пусть Т - линейное и инъективное отображение Rw
~~l

в Rm,
определяемое как Г(£2, . . ·

, £т) = Я^ьОеь' Ясно, что ζ)φυ(ω) = Τφυ(ώ). Легко

можно показать, что

/conv(r°0u) = Tfconv<pv = Тсопч !φυ = сопу/Го^.

Таким образом, мы получили равенство (4), что и завершает
доказательство.

Второе утверждение теоремы 4 немедленно следует из доказанного и

из теоремы 3.

Теорема 5. Пусть h - измеримое отображение пространства с мерой
(Ω,<Α, ν) в измеримое пространство {T,Cf),a φ - такое соответствие

Τ в Rm с измеримым графиком, что φ(ί) замкнуто, выпукло и не

содержит прямой. Тогда

f φ о hdv = / φά(ν oh"1 у
Ω τ

Доказательство. Если / - измеримый селектор φ9 то/ о h есть

измеримый селектор φ о h. Поэтому по формуле замены переменной (см.
D.I, (36)) мы получаем, что $φά{νοΗ~ι)(1 $φ о hdv. Для того чтобы

доказать обратное включение, мы должны установить, что для каждого

χ Ε /</? о hdv можно указать интегрируемый селектор g^lspo h
с х = fg,

который имеет вид g
= / о h, где / -

измеримая функция из Г в Rw.
Согласно утверждению D.I, (8), существует такая измеримая функция
/: Τ -* Rw, что g

= / о h тогда и только тогда, когда селектор g
является /г_1(^()-измеримым. Следовательно, остается показать, что для

каждого g € £ψοΗ существует /г-1(50-измеримый селектор
соответствия φ о h с тем же интегралом. Но такой селектор легко находится.

Пусть X = h "х
( Ϊ)); рассмотрим условное математическое ожидание*)

Е**^ от g при заданной σ-алгебре ^(условное математическое

ожидание задается покоординатно). По определению Ежg есть JT-измеримая
функция из Ω в Rm и fE^gdv = fgdv. Таким образом, мы должны

показать, что функция Ε g является селектором соответствия φ © /г.

Пусть ф =

φ о h. Так как g £ £ψ, мы получаем, что для каждого
ν Ε Rm почти везде в Ω выполняется неравенство

inf ν · φ(ω) й ν · #(ω).

График φ принадлежит ЗС ® 3d m (утверждение 1 (Ь)); следовательно,

согласно утверждению 3, функция inf ν · φ (·) CfC -измерима и, таким

образом, почти везде равна .ЯГ-измеримой функции. Следовательно, почти

везде в Ω (в зависимости от и) мы имеем

inf υ · φ(ω) = (Ε4** inf υ -φ) (ω) < (Ε^υ · #)(ω) = ν
· (Ε**>)(ω).

Таким образом, если через Q обозначить счетное плотное

подмножество в Rw, то необходимо показать, что почти везде в Ω

inf υ · φ(ω) < ν · (Exg)(oj) для всех ν Ε β.

* определение и свойства условного математического ожидания см. Неве Ж,
(1965), IV.3, с. 173.
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Так как множество ψ(ω) замкнуто, выпукло и не содержит прямой,
согласно утверждению СП, (12), (EJcg)(cu)E\l/(tu) почти везде в Ω, что

и требовалось.
Пусть (φη) - последовательность соответствий (β,Λ,ν) в Rw.

Рассмотрим отношение 1*(φη): ω И- Ls(ipn(o))) и исследуем связь между
множествами L·s(fφn) и / Ls (φη).
Теорема 6. Пусть (φη) - гдкдя последовательность соответствий

пространства (Ω,*/ί, у) β R+1, «π? существует последовательность (gn)
функций из Ω β R™, удовлетворяющая следующим условиям:

(I) ιρΛ(ω) < £„(со) почти везде в Ω;
(II) последовательность (gn) равномерно интегрируема, а множество

{£η(ω)}„ = 1ί 2,... почти везде в Rm ограничено.
Тогда

Ls(J.lfti) c /Ls(^„).
Замечание. Последовательность (#„) удовлетворяет условию (II),

если почти везде в Ω существует lim£„ (ω) иНт/#„ = /Ит£„ (см. (42)).
η η η

Ясно, что если все φη (п= 1, 2,...) ограничены одной и той же

интегрируемой функцией g, то условия теоремы 6 выполнены. Однако для целей

гл. 1 и 2 нам необходим более общий результат.

Доказательство. Пусть ζ = Ls( Ιφη)9 т.е. существует такая

последовательность (ζ„ ) j
, сходящаяся к ζ, что ζ„

= /Д, где

fq{oS) G ^„ (ω), #= 1, ... По условиям (I) и (II) последовательность/^
равномерно интегрируема и множество {/^(ω)} q- lt. .. ограничено. Мы

должны показать, что существует интегрируемый селектор / соответствия

ω^+ Ls (/„ (ω)), удовлетворяющий дополнительному условию // = lim ffq.
я

Этот шаг доказательства имеет самостоятельный интерес и поэтому будет
оформлен в виде леммы.

Лемма 3 (лемма Фату в га-мерном пространстве). Пусть (/„) -

последовательность интегрируемых функций на (Ω,,*Α, ν) со значениями

в R™. Предположим, что существует предел lim //„. Тогда существует
η

такая интегрируемая функция /: Ω,η-*R™, что:

(a) /(со) G Ls(/„(to)) почти везде в Ω;

(b) //< Шч/Д.
η

Кроме того, если последовательность (/„) равномерно интегрируема
и если почти везде в Ω множество {/η(ω)}η -

1>#.. ограничено, то

существует такой селектор f соответствия Ls(fn),4TO

if = Hm//„.

Если для любой функции /: Ω -* Rm, удовлетворяющей условиям (а)
и (Ь), имеет место равенство

ff = lim //„,

то последовательность (/„) равномерно интегрируема.
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Доказательство. Предположим сначала, что пространство

(Ω,^/ί, ν) является неатомическим, а мера ν — полной; как будет
показано в конце доказательства, общий случай легко сводится к этому.

Обозначим через L™(Sl,<A , ν) (или для краткости через L™) га-крат -

ное произведение линейных пространств Lp(U,<A, v)y где ρ
= 1, °° (см.

Данфорд, Шварц, 1962, IV.8), и аналогично через bam(il,J,, ν) (или
для краткости через Ьат) m-кратное произведение линейных пространств
Ьа (Ω,Λ , ν) (см. Данфорд, Шварц, 1962, IV.8, с. 322).

Известно, что пространство, двойственное к банахову пространству
Ι», где топология в каждом пространстве-сомножителе задается нормой-
супремумом, изоморфно пространству Ьа т. Топологию в Ьат, где каждое

пространство-сомножитель Ьа снабжено слабой топологией о(Ьа, /,„,),
обозначим через om(ba, Z,»). Наконец, топологию в Ζ,|", где каждое

пространство-сомножитель L χ снабжено слабой топологией o(L χ, L «,),
обозначим через am(Ll}Loo).

Пусть

VniP) = //«*, Ε eJ, η = 1,...
Ε

Ясно, что мера μη со значениями в R+1 принадлежит Ъат. Так как

последовательность (βη(Ω))η ограничена, по теореме Алаоглу. (см. Данфорд,

Шварц, 1962, V.4, теорема 2, с. 459) множество {μι, μ%,.. .} ъЬат
условно компактно в топологии om(ba, Loo). Следовательно,
последовательность (μ„) имеет предельную точку μ £ bam в топологии om{ba, LM).
Ясно, что μ > 0 и

μ(Ω) = lim ifndv. (1)
η

Известно (см. Иосида, Хьюитт, 1952, теорема 1.23, с. 53), что

положительная мера μ €bam может быть представлена в виде μ
=

μ€ + μρ, где цС9 μρ Ε

Ebam, μ€,μρ ^ О, причем мера μ0 счетно-аддитивна, а мера μρ чисто

конечно-аддитивна. Ясно, что каждая координата меры μ с абсолютно

непрерывна относительно меры v. Следовательно, существует производная
Радона -Никодима g: Ω -► Rw счетно-аддитивной части μ€

относительно v. Согласно (1), мы имеем

fgdv =
μ,. (Ω) < μ (Ω) = lim ffndv.

η

Таким образом,

fgdp < WmSfndv. (2)
η

Так как μρ(Ω) может быть больше 0, функция g, вообще говоря, не

является предельной точкой последовательности (/„) в топологии

am(Lly Loo). Однако существует такое счетное разбиение (#/)/е ν

множества Ω, что μρ(Β() = 0 для каждого ι £ N (см. Иосида, Хьюитт, 1952,
теорема 1.22, с. 52). Отсюда следует, что для каждого/ £ NbZ,™^/, Λ Π

η ^ιΉβ/) сужение g\Bi является предельной точкой в топологии

om(Li, Loo) для последовательности сужений (/„ |в.). Зафиксируем

теперь множество Βχ и рассмотрим для каждого η = 1, . . . множество

An =(/« \вг /« + ιΙβ,·, . . .} · Сужение g\Bi является предельной точкой
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каждого множества Ап в топологии om(Li9 /,«>) и, следовательно, его

выпуклой оболочки conv An. Но так как сильно замкнутое и выпуклое

множество является также слабо замкнутым (см. Данфорд, Шварц, 1962,
V.3, теорема 13, с. 457), существует последовательность (#„), где gn £

Ε conv АП9 сильно сходящаяся к g\sr Следовательно, существует
подпоследовательность последовательности (gn), сходящаяся к g\Bt почти

везде (см. Данфорд, Шварц, 1962, Ш.3.6, с. 137, и Ш.6.13 (а), с. 167).
Следовательно, не умаляя общности, можно предположить, что почти

везде в В(

1ίηι^(ω) = £(ω).
η

Покажем теперь, что почти везде в Ω

g(o>) e conv Ls (/„(ω)) + R«. (3)

Так как

gn(c*>) € conv {/„(ω), /Λ+ι(ω),.. .),

по теореме Каратеодори (см. СП, (3)) должно быть

т

&(ω)« Σ δ^,
ί - ο

где

т

«Uo, Σ δ£ = ι,
/= ο

{yJ,...vfl„}q/„(4^iH,..}.

При доказательстве выражения (3) мы можем без потери общности

предполагать, что последовательности (δ„)„ (/ = 0, . . .
, т) сходящиеся.

т

Итак, пусть lim δ{, = δ'. Ясно, что δ' > 0 и Σ , δ1 .= 1.

η ι-Ο

Так как δ„ > 0, Уп ^ О и \imgn(cu) =£(ω), последовательности
л

(ЬпУп)п* ι, (/ = 0, . . .
, ш) ограничены, и, следовательно, снова без

потери общности можно предположить, что существуют пределы lim Ь1п^п
η

(ι = 0, . . .
, т). Таким образом, из δ' > 0 следует, что существует \imy(n.

η

Теперь
т

#(ω) = lim ft, (ω)
= lim Σ Ь*п& =

η η i - 0

m m
= Σ Пт8'пу*п > Σ δ1' limyj,. (4)

i
"

0 η i = 0 η

δ' > 0

По определению у1п

lim^ е Ls(/„(co)).
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Следовательно,
т

#(ω) > Σ δ' \\myln G conv Ls (/„(ω)),
/= ο η

δ1 > о

что доказывает (3).
Преобразуем теперь функцию #, обладающую свойствами (1) и (2),

в функцию, которая обладает требуемыми свойствами. Рассмотрим
множество

С = {(w,x)€QXRm \χ£οοη\1*(/η(ω)) и χ < $(ω)}.

Из следствия утверждения 3 вытекает, что множество С принадлежит
Л ®^(RW), а из {3) следует, что ^(projnC) = 1. Таким образом, по

теореме об измеримом селекторе (см. D.II, теорема 1) существует

такая измеримая функция /': Ω -* Rm, что (ω, /'(ω)) G С почти везде в

Ω, т.е. почти везде в Ω

/'(ω) G convLs(/n(a;)), (5)

//'Λ < \imfgndv.
и

Наконец, так как пространство с мерой (Ω,^, у) неатомическое, по

теореме 4 имеем

/Ls(/J= /convLs(/„).
Следовательно, существует такая интегрируемая функция /: Ω -* Rw,

что /(ω)€1^(/„(ω)) почти везде в Ω и ffdv^\imffndv.
η

Докажем, наконец, теорему для произвольного пространства с мерой
оо

(Ω, Jl, ν). Существует счетное измеримое разбиение Ω, Ω = U Ω*,
k=l

где каждое Ω* является либо атомом, либо неатомическим (см. D.I, (12)).
Так как предполагается, что существует lini /fndv, и так как/„ ^ 0, су-

Ω

ществует такой вектор Ъ G Rw, что для каждого к = 1, ... и каждого

л=1,...

/ fndv < Ъ.

Поэтому без потери общности можно предположить, что для каждого
к = 1, . . . существует lim / fndv. Для каждого множества Ω* теорема

η Ω&
либо тривиальна, либо доказана выше. Итак, пусть /*: Ω* -*RW — такая

функция, что почти везде в Ω*

/*(ω)€ Ls(/„(co)),

f fkdv < lim / fndv.
Ω^ η Ω^

оо

Положим / = Σ /*, причем считаем, что fk (ω) = 0 для ω t Ω*.
* = ι

'
■

Так как /(со) G Ls(/„(to)) почти везде в Ω, из теоремы о монотонной
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сходимости (см. D.I, (18)) следует, что

и,

ω

значит,

Πάν <

Ω

Так как

Σ lim
к = 1 η

то

Sfdv <

Σ
k= 1
•

oo

Σ
*= 1

Sfn

//
Ω

lim

* =

lim //„с/*
/2 Ω

*Л

//ι.
пк

lim
А: = 1 Ω* и Ω

Наконец, при дополнительном предположении, сделанном во второй
части леммы 3, в неравенстве (2) настоящего доказательства имеет место

равенство

fg = lim//,,,
η

а в неравенстве (4) — равенство
т

*(ω)- Σ 5'lim^.
/ β 0 η

δ'> ο

Из этого следует, что существует такой селектор/соответствия Ls(/„j,
что //=Нт//и.

Для доказательства последнего утверждения леммы 3 покажем, что

замыкание множества {Л ·

v, f2 ·

ι>,.. .}*) в топологии (йят, om(batLoo))
состоит из счетно-аддитивных мер. Пусть μ -

предельная точка

множества {/ι -

ν, f2 ·

ν, . . .} и пусть g,f и / имеют тот же смысл, что и выше.

Тогда, согласно (1),
О < μρ(Ω) = μ(Ω)-μ,(Ω) « Um//„ -J>.

Таким образом, из дополнительного предположения следует, что

lim/Λ =//= //' < fg,
η

и поэтому μρ
= 0.

Это доказывает, что последовательность (/„) условно компактна в

топологии om(L\,Lao) и, следовательно, равномерно интегрируема.

Утверждение 7. Если соответствие φ пространства (Ω, Л , у)
в Rw замкнутозначно и интегрально ограничено, то интеграл /</?
компактен.

Доказательство. Пусть φη
-

φ9 где л = 1,. .. ; так как φ (ω)
замкнуто, L·(φn(ω)) = φ(ω). Таким образом, по теореме 6 каждая
предельная точка /</? принадлежит /</?.

*)Д^ означает меру μ*, определенную равенством μ*(£") = //fcufc. (Примеч. пер.)
Ε
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Утверждение 8. Пусть (Ω, Λ, ν) -

пространство с мерой, а М -

метрическое пространство. Пусть φ - соответствие Ω Χ Μ в Rm,
обладающее следующими свойствами:

(а) существует такая интегрируемая функция h: Ω-^R, что для

каждого ζ€Μ \φ(ω,ζ)\ < /ι(ω);
(β) почти везде в Ω соответствие φ(ω< ) замкнуто в точке ζ.

Тогда отношение ζ *-*$φ ( ·, ζ) замкнуто в точке ζ.

Доказательство. Нужно показать, что для любой сходящейся

к ζ последовательности (ζ„) имеет место включение

Ls(M-,z„))C /*(·, ζ).

Соответствие φ(ω, ·) замкнуто в точке ζ, т.е.

Ls(>p(a;,z,2) С </?(ω, ζ).
Отсюда по теореме 6 следует

что и требовалось.
Теорема 7. Пусть \р\ - соответствие неатомического и полного

пространства с мерой (Ω/? Λ ,·, Vf) в Rw (/=1,2), обладающее следующими
свойствами:

φι замкнупозначно, интегрально ограничено, имеет измеримый график, и

эти два соответствия одинаково распределены, т.е. для каждого В Ε $?(RW)

νχφ[λ{Β)=ν2φ-2ι{Β).
Тогда:

(a) Множества 3) £,φχ и 3) £φ2 распределений всех интегрируемых

селекторов соответственно φ ι и φ2 имеют одно и то же замыкание

относительно слабой сходимости; в частности,

ϊφχάνχ = $φ2άν2.

(b) Множества

2)(f£ £^\ffd^=z),
®ig£ £*2\fgdv2=z)

распределений всех интегрируемых селекторов соответственно ψ\ и φ2,

интегралы от которых равны ζ, имеют одно и то же замыкание

относительно слабой сходимости для каждого ζ £ Rw.

При доказательстве теоремы 7 воспользуемся следующей леммой.
Лемма 4. Пусть (Ω, Λ , ν) - неатомическое пространство с мерой.

Пусть {А(}Я=0 - семейство множеств из Л и {(*/} jL0 (α/ ^ 0)
—семейство неотрицательных чисел, обладающее свойствами:

(I) i/( U Ai)Z Σ α, длякаждого /С{0, 1,.. . ,q}\
ie/ /e/

(Π) Η П At)= Σ щ.
/=0 ι=0

Тогда существует такое подмножество TjC Ai9 что Г/ Π 7} =фдля ιΦ] и

"(7/)-ft (/=0 ?).
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Доказательство. Докажем лемму индукцией по q. Для q = О

лемма тривиальна. Пусть q > 0. Будем различать два случая.

Первый случай. Предположим, что для некоторого собственного

подмножества / множества {0, 1, ..., q } в (I) имеет место равенство.
Тогда легко проверить, что оба семейства {Л/}/е/ и Ы/},е7
удовлетворяют условиям (I) и (II). Поэтому можно применять индуктивное

предположение к каждому из этих семейств отдельно.

Второй случай. Предположим, что для каждого собственного

подмножества /множества {0, 1, ...
, q) в (I) имеет место неравенство.

В частности, ν(Α0) >α0 и v(A0\ U Αξ) <α0. Тг.к как рассматриваемое

пространство с мерой неатомическое, существует такое множество В0, что

А0\ U AtCBoCAo;
ίΦΟ

и если теперь мы заменим А0 на В0, то сохраним в (I) все нестрогие
неравенства и при этом хотя бы одно из них превратится в равенство. Ясно,
что (II) по-прежнему выполнено, и мы переходим к первому случаю. Это

и завершает доказательство.

Доказательство теоремы 7. (а) Пусть / £ £φ^. Построим
последовательность (gn), gn€ £φ2, сходящуюся по распределению к /.

Так как функция / интегрируема, существует такое компактное

множество А в Rw,4to

Уг(Г1(*т\К))< Мп.

Пусть А0 = RW\A и Κι, А2, ..
., Kq образуют разбиение компактного

множества А на непересекающиеся борелевские подмножества, диаметр

которых меньше \/п.
Положим а, = Vi(f~l(Kj)) и Αί = φ~2(Κί) для /=0, 1,... ,q. Поскольку

соответствия φχ и φ2 одинаково распределены, для каждого подмножества

/С {0,1,... ,q) имеем

Μ*ϊ4 U Κί))=ν2{φ2\ U А,.)> = *2( U At).

Так как множества А/ не пересекаются,

»Αφ'ι\ U А/)> >»ЛГХ{ U А/)> =

= Σ рДГ1 (*,)>= Σ α,.

Следовательно,

(I) у2( U у4,·) ^ Σ α,- для каждого подмножества /С {0, Г,'. .. .я};
/е/ /е/

(II) Μ U /4/)= Σ α,= 1.
ι=0 / = 0

Поэтому мы можем применить лемму 4 и получить разбиение {Т0, 7\, . ..

..
·, Tq) множества Ω2, где 7} С Л/и ί>2(7/) =<*/.
Теперь, выбирая в каждом множестве 7} измеримый селектор

соответствия ωΗ·ιρ2(ω) ΠΑ,·, мы получаем функцию gn. Легко проверить, что

полученная таким образом последовательность (gn) сходится к / но

распределению.
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Теперь легко получить равенство $φχ = $φ2. Действительно, если х =

= //G /</?, то существует последовательность (#„), сходящаяся по

распределению к /, причем fgn€ f<p2- Так как соответствие φ2 интегрально

ограничено, Согласно D.I. (42), отсюда следует, 1Что lim/^„ = x. Согласно

утверждению 6 множество /</?2 компактно. Следовательнр,л€ /φ2
(b) Пусть С = ϊφλ = /</>2· По теореме 3 и утверждению 6 интеграл С

выпуклый компактный. Доказательство проводится индукцией по

размерности С.

Если размерность С равна нулю, то применимо утверждение (а)
доказываемой теоремы. Предположим, что dim (С) = п.

Пусть /G £ψχ и х = ifdvx. Построим последовательность (gn),
сходящуюся к/ по распределению, гдеgn G £φ^ и fgndv2 =

*·

Согласно утверждению (а), существует последовательность (g'n), gn G

G jC^2 , сходящаяся к / по распределению.

Предположим сначала, что χ принадлежит относительной внутренности С.

Пусть уп - такая точка границы С, что χ принадлежит сегменту [ fg'n, yn ].
Следовательно, х = апуп + (1 ~ап) fg'n, где ^„

= //г„, причем /г„е JC^.
Так как (#|,) сходится к / по распределению, из D.I, (42) вытекает, что

fg'n -+х, и, следовательно, а„^0. Применяя теорему Ляпунова (см.
D.I, (15)), находим множество S С Ω2, удовлетворяющее условиям

MS«) =

a,,, /^«=ая/^^, / hn = otnfhn.
sn sn

Положим теперь

fg'n (ω) для ω.^5„,
Ι /ι„(ω) для ω£5„,

Легко проверить, что $gn = x и что последовательность (gn) сходится к/
по распределению.

Предположим теперь, что χ принадлежит относительной границе
выпуклого компакта С. Пусть ρ G Rw определяет такую опорную гиперплоскость,
что

рх
= max ρ

· ζ.

zee

Положим

φρ.(ω) : = { д> G </>,· (ω) | ρ ·

у
= max ρ

· φ{(ω)}, ω € Ω/, /=1,2.

Из утверждения З следует, что соответствие φ?имеет измеримый
график. Ясно, что φ? интегрально ограничено и замкнутозначно. Из
утверждения 6 следует, что / G £ φρ. Если мы сможем показать, что соответствия

<р? и φξ одинаково распределены, то доказательство будет завершено,
так как размерность /</?^равна п— 1 и, следовательно, применимо
индуктивное предположение.
Можно показать, что два замкнутозначных соответствия φ\ и </?§

одинаково распределены тогда и только тогда, когда существуют две такие

одинаково распределенные измеримые функции Ηχ из (Ω,·, Α , ι>/) в

метрическое пространство с мерой (Г, 53 (Г), λ) и соответствие </?: T-+Rm, что

Ψί = φ о hj (/=1, 2). Мы не будем доказьюать этот результат, поскольку
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в рассматриваемых в этой книге приложениях соответствия^ и φ2 всегда

задаются в форме такой декомпозиции*).
Теперь легко завершить доказательство. Пусть

φρ(ί) = {χ€φ{ί)\ρ χ = ϊΥΐ*χρφ(ί)), teT.

Так как мы предполагаем, что φ^φο hh то φρ= φρ ° h{ Поскольку
отображения h\ и h2 одинаково распределены, соответствия φρχ и φ\ также

распределены одинаково. Этим теорема доказана.

Следующий результат мы приведем без доказательства. Он потребуется
в гл. 4.

Теорема 8**). Пусть ,(Ω, Л, ν ) - пространство с мерой, α Φ -

соответствие из Лв Rw, обладающее следующими свойствами:

(а) Φ счетно аддитивно (т.е. для каждой последовательности (Ап)
попарно непересекающихся элементов из А справедливо равенство

об оо

Ф( U Л„)= Σ Φ(Αη))·
/1=1 я = 1

(/J) Ф(А) выпукло для каждого А Е*А;

(γ) Ф(А) = {0}, если ν(Α) = 0.

Тогда существует такое выпуклозначное соответствие φ из Ω β Rm , что:

(a) $φάν С Ф(Л), cl Ф(А) = cl $φάν для каждого A ΕА\

А А

(b) соответствие φ измеримо в том смысле, что множество

{ω Ε Ω\φ(ω) Π F Φ ф]

принадлежит Λ для каждого замкнутого подмножества F

пространства Rm.

Легко проверить (используя утверждение 4 и задачу 4), что если задано

соответствие Ф, обладающее свойствами, перечисленными в теореме 8, то

существует такое замкнутозначное и выпуклозначное соответствие φ
с измеримым графиком, что для каждого A £ Λ

cl Ф(А) = cl f φάν.
A

Задачи

Задача 1. Используя утверждение 3, дать простое доказательство

следующего результата.
Пусть φ — компактнозначное соответствие пространства с мерой

(Ω,Λ, ν) в полное сепарабельное метрическое пространство S. Если φ
имеет измеримый график, то существует такая измеримая функция /, что

/(ω) Ε φ (ω) почти везде на Ω.

Задача 2. Пусть φχ и φ2
- соответствия из (Ω,Λ) в Rw.

Рассмотрим произведение φχ Χ φ2: ω »-► φί(ω) Χ φ2(ω). Показать, что если

*) Доказательство см. Харти Кольберг (1974).
*

*) Доказательство см. АрстеЙн (1972) .
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φ"1 (F) Ξ Л для каждого замкнутого множества F в Rw (ι = 1, 2), то

произведение ^Х^ может не обладать этим свойством.

Задача 3. Пусть S - полное сепарабельное метрическое
пространство. Показать, что график замкнутозначного соответствия φ

пространства из 5 в Rm принадлежит 3d(S X Rw) тогда и только тогда, когда

{х Ε S | φ (χ) Π S Φ φ) Ε 53(5) для каждого замкнутого

подмножества F из Rm.
Указание. Показать, что график Οφ так же, как и его дополнение,

является аналитическим множеством (см. Новиков, 1939) *).
Задача 4. Пусть φ

- соответствие из (Ω,^} ν) в Rw с измеримым

графиком. Показать, что / φ С / φ.

Задача 5. Пусть *Ρι и <р2
—

два таких соответствия из (Ω,*/ί, у)
в Rw с измеримыми графиками, что ίφχΦφ и /</?2 Φ 0· Показать, что

conv/OPi +φ2) = conv ( JV, + J>2),

где conv обозначает выпуклую замкнутую оболочку.
Задача 6. Установить следующий результат. Пусть (</?„) - такая

последовательность соответствий из (Ω,«^, ν) в R™, что существует

равномерно интегрируемая последовательность (gn) соответствий из Ω в Rm>
удовлетворяющая почти везде в Ω условию

*«(ω) έ *„(ω).

Тогда /Li (φη) С Li(/^„) (см. Ауман, 1965).

Литературные ссылки

Теорема 1 принадлежит Ауману (1969, теорема 2); его доказательство

отличается от приводимого здесь. Ауман использует лемму Дж. фон
Неймана (1949), которая утверждает, что отображение полного сепарабельного
метрического пространства в полное сепарабельное метрическое
пространство, имеющее аналитический график, обладает селектором. Лемма 1

принадлежит Куратовскому и Рылль-Нарджевскому (1965).
Доказательство, приведенное здесь, взято у Ландерса (1968). Весьма общие теоремы
о селекторе доказаны Сайоном (1960). Утверждения 3 и 4 приведены
Дебре (1967а). Существует обширная литература об измеримых и

интегрируемых соответствиях; укажем небольшую часть из нее: Кудо (1954),
Ауман (1965), Дебре (1967а), Рокафеллар (1969) и Артстейн (1972).
Теорема 3 принадлежит Рихтеру (1963); ее следствие впервые установлено
Шмайдлером (1970). Утверждение 5 принадлежит Винцу (1965, лемма А).

Утверждение 6 взято у Гильденбранда (1969). Вторая часть теоремы 4
основана на идеях Дебре и Шмайдлера (1972, лемма 4). Теорема 6 обобщает
результат Аумана (1965, утверждение 4.1). Лемма 3 впервые была
доказана Шмайдлером (1970). Приведенное здесь доказательство взято у

Гильденбранда и Мертенса (1971). Теорема 7 принадлежит Харту и Кольбер-
гу (1974). Теорема 8 принадлежит Артстейну (1972).

*) Я благодарен Артстейну за указание на эту ссылку.
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ЧАСТЬ II

ЭКОНОМИКА

ГЛАВА 1

СПРОС

§ 1.1. Введение

Здесь вводятся следующие стандартные, относящиеся к экономике

понятия *) : товар, пространство товаров, план потребления, множество

потребления, отношение предпочтений, благосостояние, бюджетное множество,

множество спроса.

Пространство товаров R*. Товар представляет собой вещь или услугу.
Он характеризуется своими физическими свойствами, а также временем
и местом, где он доступен. Таким образом, одинаково характеризуемые

физические вещи (например, пшеница определенного сорта), фиксируемые
в различные моменты времени и (или) в различных точках пространства,

будут рассматриваться как различные товары. Типичными примерами
товаров являются предметы потребления, относящиеся к питанию, домашнему

обиходу, одежде. Типичным примером услуги является труд. Физической

характеристикой труда является производимая работа.
Количество товара может быть выражено числом. Предполагается, что

физические характеристики, определяющие товар, однородны (т.е. равные
количества одного и того же товара взаимозаменяемы в любом их

применении). Товары считаются неограниченно делимыми (т.е. количество

товара может быть выражено любым неотрицательным вещественным

числом).
Предполагается, что имеется конечное число различных товаров,

которые отмечаются индексом й, принимающим значения от 1 до /. Если

каждый орт lh = (0,..., 1,..., 0) линейного пространства R7
отождествляется с единицей товара й (й = 1, ..., /), то линейное пространство R1
называется пространством товаров. Любой набор товаров может быть

представлен некоторым вектором в пространстве товаров R*.

Подчеркнем, что включение в определение товара характеристик
времени и места имеет свои недостатки: осмысленность и приемлемость
некоторых вводимых в дальнейшем предположений (в частности, о системе

предпочтений) следует всегда рассматривать с точки зрения времени и места.

План потребления χ G R*. Множество потребления X С R . План

потребления некоторого участника экономики указывает количество

каждого из потребляемых им (т.е. имеющихся в его распоряжении)
товаров и количество труда (возможно, несколько видов), которое он

предлагает. Условимся выражать количество предлагаемого участником

товара отрицательным числом, а количество товара, которое должно быть

*) Стандартной ссылкой на этот счет служит "Теория ценностей" (Дебре, 1959).
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предоставлено ему, положительным. Тогда любой план потребления можно

представить некоторым вектором х в пространстве товаров R*.

По вполне понятным физическим, психологическим и

институциональным причинам не каждый вектор из R* может быть осмысленно

интерпретирован как план потребления. Например, невозможны комбинации товаров,

которым соответствует предложение некоторых видов труда в количестве,

поддержания жизни. Предполагается, что для каждого потребителя а имеется

Рис. 1.1

некоторое непустое замкнутое подмножество Ха из R*, называемое

множеством потребления участника экономики я, которое описывает

множество априори возможных планов потребления. Здесь априорность
возможности означает, что, не учитывая бюджетных ограничений, участник
экономики может реализовать данный план потребления, т.е. он физически способен

предоставить труд и потребить предметы потребления в соответствии с χ £ Ха.
Хотя множество потребления X обычно принадлежит некоторому

подпространству пространства R7, размерность которого существенно
меньше /, все же в общем случае его размерность оказывается довольно
большой. Пересечение типичного множества потребления X с плоскостью,

параллельной координатным осям труда и предметов питания и

координатным осям двух потребительских товаров, показано на рис. 1.1. Как уже

объяснялось, отрицательными могут быть только те координаты плана

потребления, которые относятся к различным видам труда. Так как в сутках всего

24 ч, независимо от длины периодов времени, используемых при

определении пространства товаров, существует универсальная нижняя граница Ъ для

всех возможных планов потребления каждого участника экономики.

Аналогично из интерпретации множества потребления следует
существование такого (возможно, большого) числа к, что любой участник

экономики сумеет поддержать свое существование, даже если план его

потребления по каждому товару окажется меньшим, чем к. Иными словами, мы

предполагаем существование такой универсальной постоянной к, что для
любого множества потребления X множество {χ Ε Χ \ χ й (к)} непусто.

Наконец, по техническим соображениям, которые станут понятными

в дальнейшем, мы будем предполагать, что множества потребления X

являются выпуклыми (типичным примером рассуждений, в которых
используется это условие, может служить доказательство предложения 1).
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Резюмируем сделанные предположения.

Определение 1. Множество потребления X есть непустое
подмножество пространства товаров, замкнутое, выпуклое и ограниченное снизу.
Для данного вектора Ь G R7 и компактного подмножества К С R7
обозначим через SC семейство всех множеств потребления X, обладающих
свойствами Ь^ХкХПКФф.

Зафиксируем раз и навсегда вектор Ь и компактное множество К,
причем их конкретные численные параметры не представляются
существенными. Такое ограничение "универсума" множеств потребления не является

ограничением для экономического анализа, однако оно упрощает

математическое изложение (множество SO в действительности оказывается

компактным (см. § 1.2, теорема 1).
Предпочтения >-. Будем говорить, что некоторый участник экономики

предпочитает план потребления х плану потреблениях', если во всех

случаях, когда ему предоставляется выбор из альтернатив χ и х', он

выбирает х. Бинарное отношение "предпочитается" становится мощным

инструментом экономического анализа в тех случаях, когда в поведении

участников экономики соблюдается известная "согласованность" выборов.
Абсолютная согласованность выборов (если говорить об идеальном случае)
описывается транзитивным отношением предпочтения. Мы не имеем в виду

обсуждать здесь эмпирическое содержание этой гипотезы *).
Давая определение понятию "пространство товаров", мы предположили,

что все товары являются неограниченно делимыми. Следовательно, для

придания понятию "отношение предпочтения" большей аналитической

силы, мы примем, что это отношение является непрерывным, т.е. что если χ

предпочтительней, чем у, и что если в результате достаточно малого

изменения χ перейдет в х\. а у
— в у', то х' останется предпочтительней,

чем ν'. Это предположение является техническим; оно не может быть

опровергнуто экспериментально.

Предшествующие рассуждения обосновывают следующее определение.

Определение 2. Отношение предпочтения задается парой (X, > ),
где X — множество потребления, а > С X X X —

транзитивное и иррефлек-
сивное бинарное отношение на Ху причем множество > является в X X X

открытым. Множество всех отношений предпочтения, для которых X ESC,
обозначается через #\

Вместо (х, у) £ > будем использовать более наглядную запись χ > у.

Поэтому χ i- у будет означать (х,у) φ >
. Поставим в соответствие

каждому отношению предпочтения (Л", >-) в 5> множество

F:={(x,y)eRlXRl \х,уЕХ и χ f у).

*) Известно, что люди делают более или менее часто ошибки в арифметических
вычислениях. Это, очевидно, не означает, что они не признают законов арифметики.
Обнаружив ошибку, они стремятся ее исправить. То же самое верно и в отношении

принятия решений. Наблюдается, что индивидуумы принимают нетранзитивные

решения. Однако, как показьюают эксперименты, индивидуумы склонны изменять свои

решения, как только начинают отдавать себе отчет в их нетранзитивности. На это

обстоятельство обратил внимание Маршак (1950).
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Это множество F характеризуется следующими свойствами:

( I ) F является замкнутым подмножеством R7 X R*.

(II) Множество {х G R7 | существует у, для которого (х,у) £ F)

принадлежите.
(III) (Рефлексивность.) Из(х,у) £F следует (x,x)GFh (y,y)EF-
(IV) (Отрицательная транзитивность.) Из (х,у) Ψ F и (у, ζ) φ F

следует (χ, ζ) φ F.

По данному множеству F можно получить соответствующее отношение

предпочтений, полагая Х:={х € R1 \ (χ,χ) Ξ F) и > := (X X X) \ F.

Для доказательства утверждений из следующих глав часто будут нужны
дополнительные свойства отношений предпочтений. Выделим поэтому
некоторые подмножеству множества 3й отношений предпочтения указанием

одного или нескольких из следующих свойств отношений.

Локальная ненасыщаемость. Отношение предпочтения (X, > )
называется локально ненасыщаемым, если для любой точки χ ΕΧ и любой ее

окрестности U существует точка х' 6 Χ Π £/, для которой χ >χ.

Множество всех локально ненасыщаемых отношений предпочтения из#*

обозначим через &\ns-
Монотонность. Отношение предпочтения {X, >) называется

монотонным, если множество потребления X является положительным ортан-

том R+ и из О S χ ί у, χ Фу следует у > х. Множество всех монотонных

отношений предпочтения из & обозначим через З^то ·

Очевидно, можно было бы определить понятие "монотонность" и когда

множество X не является положительным ортантом. Тем не менее в

моделях, в которых необходимо рассматривать множества потребления общего

вида, например в моделях экономики с производством (Гл. 4),
предположение о монотонности предпочтений оказывается, во всяком

случае, слишком сильным. Для монотонных предпочтений из Ρ^ вместо

(Ri, >) € ^то. будем писать > €#то.
Транзитивное безразличие. Отношение предпочтения (X, >-)

называется отрицательно транзитивным, если для любых x,yr z £ X из χ ^ у и

У $ ζ следует χ f z.

Множество всех отрицательно транзитивных отношений предпочтения
из ^обозначим ЗР*.

Для произвольного 9тношения предпочтения > из $>* определяется
отношение безразличия ~~,где χ ^у в том и только том случае, когда
χ i- у и у >t х. Отношение безразличия

~
на множестве X рефлексивно,

транзитовно и симметрично. Отношение f можно теперь записывать

как ^ *). Отношение нестрогого предпочтения ^ является рефлексивным,
транзитивным и полным.

Отношения предпочтения из 3** можно наглядно представить,

изобразив их поверхности безразличия, как это сделано на рис. 1.2.

*) В оригинале preference-indifference relation, т.е. отношение

предпочтения-безразличия. В связи с этим заметим, что отношение предпочтения >· в отечественной

литературе иногда называется отношением строгого предпочтения. (Примеч. пер.)
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Ясно что отношение *~

можно определить и для отношений

предпочтения из £Р. Однако от такого отношения будет мало пользы ввиду его

нетранзитивности.

Выпуклость. Отношение предпочтения (Х,$ ) из SP* называется:

(a) выпуклым, если для любого 2 GI множество {х £ Χ\ζ ^ х)
выпукло;

(b) строго выпуклым, если для любых jc ~jc', jc Φ χ\ и λ G (0, 1)
выполняется λχ + (1 — λ) χ' > α:.

Рис. 1.2

Множество всех выпуклых (строго выпуклых) отношений

предпочтения из 3** обозначается &> *οην (соответственно S^Jconv)·
Мы определили выпуклость предпочтений только для отношений из 2Р*,

так как для отношений из ίΡ, не принадлежащих 3**, использовать

свойство выпуклости не удается.

Наконец, будем пользоваться естественными обозначениями З^то'·
~

= &* η ^mo, ff>*mo: = 3°с*о η ^mo и т.д.

со

Полезность по Парето. Иногда оказывается удобным представлять
отношение предпочтения вещественной функцией. Пусть (X, >) —

отношение предпочтения. Полезностью по Ларето для отношения (X, >)
называется такая вещественная функция w: X -► К,что χ > у имеет место тогда

и только тогда, когда и (х) > и (у). Очевидно, если отношение

предпочтения (X, >) допускает представление посредством непрерывной функции
полезности,™ отношение > является отрицательно транзитивным, а

соответствующее отношение нестрогого предпочтения $ является непрерывным

полным предпорядком. Обратно, было показано (по поводу ссылок см.

замечание 1.1 в конце главы), что для любого непрерывного полного пред-

порядка на связном сепарабельном топологическом пространстве X (или
на топологическом пространстве со счетной базой) существует полезность

по Парето. Так как в этой книге непрерывное представление отношения

предпочтения используется лишь один раз (именно в ходе доказательства

теоремы 3 из §4.3), мы не описываем детали построения полезности

по Парето *).
Цены ρ £ Rz. Система цен ρ ставит в соответствие каждому товару h

вещественное число ph
— его цену. Таким образом, ρ можно рассматривать

*) Эти детали можно найти, например, в гл. III книги: ФишбернП. Теория
полезности для принятия решений. - М.: Наука, 1978. (Примеч. ред.)

76



как элемент из R7. Выражение "в экономике действует система цен р"

будет далее означать, что любой участник экономики может предложить

(б конкретных условиях времени и места, в которых определен товар И)

количество ph'/ph товара h в обмен на единицу товара h1 (в тех условиях

времени и места, в которых определен товар /г'). Ясно, что в такой

интерпретации системы цен сконструированная экономика обходится без того

товара, который служит средством обмена (т.е. без денег). Если

действует система цен р, то набор товаров χ Ε R7 можно обменять на набор товаров

χ' € R', если их меновые стоимости совпадают. Подчеркнем, что нормы

процента и дисконта можно получить в результате сравнения цен в одном

и том же месте, но в различные моменты времени, а обменные курсы -

путем сравнения цен в одни и те же моменты времени в различных точка>

пространства.
Цена отдельного товара может быть положительной (дефицитный

товар), нулевой (свободный товар) или отрицательной (вредный товар).
Бюджетное множество β (X, w9 ρ) С R7. Если действует система цен р, то

на выбор плана потребления из множества потребления Ха участника а на

кладывается дополнительное ограничение: меновая стоимость рх плана

потребления χ не может превосходить некоторой величины wa -

богатства участника экономики а. Вещественное число wa представляет

собой меновую стоимость всей его собственности (недвижимое
имущество, автомобили, мебель, акции, облигации и т.п.). Таким образом,
богатство w является, как правило, функцией от действующей системы цен.

В теории спроса богатство будет удобно рассматривать как независимую

переменную.
Подчеркнем, что стоимость труда, который может предоставить

участник а, т.е. его трудовой доход, не включается в wa . Количество труда,

предлагаемое участником а, является частью его плана потребления.
Следовательно, при данной системе цен трудовой доход участника экономики

определяется тем планом потребления, который он выбирает.
Определение 3. Пусть а — участник экономики с множеством

потребления X и богатством w. Определим в условиях системы цен ρ

бюджетное множество β (X, w, p) участника экономики а:

β (X, w,p): = {xeX,px<w} .

На рис. 1.3 изображены бюджетные множества для двух товаров.

Рис. 1.3
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Множество спроса φ(Χ,>-, νν, ρ) С R. План потребления, который в

действительности будет выбран из бюджетного множества β(Χ, w, ρ), зависит

от конкретной системы предпочтений.
Определение 4. Пусть а - участник экономики с отношением

предпочтения (X, >·) и богатством νν. В условиях системы цен ρ определим
множество спроса φ (X, >·, w, p) как множество максимальных элементов

бюджетного множества, т.е.

φ (X,> , νν, ρ): = { ζ Gβ (Χ, νν, ρ) | не существует χ€β(Χ, νν, p\x>z).
Следовательно, ζ G φ (Χ, >, νν, ρ) имеет место в том и только том

случае, когда из χ > ζ следует рх > νν. На рис. 1.4 изображены множества

спроса для отношений предпочтения из 5**, заданных кривыми

безразличия.

Основная задача этой главы состоит в исследовании зависимости

множества спроса от определяющих его аргументов: отношения предпочтения

(X, >■), богатства w и системы цен р. Это исследование несколько

осложняется тем неприятным обстоятельством, что лишь достаточно сильные

предположения относительно предпочтений (строгая выпуклость)
обеспечивают в общем случае однозначную определенность спроса (т.е.
множество φ (X, >, νν, ρ) состоит из единственного вектора). Однако
"предпочтение" - тонкое понятие, возможно, даже слишком тонкое, чтобы априори

удовлетворять достаточно сильным предположениям. Поэтому мы будем
по возможности воздерживаться от этого предположения и иметь дело

с множествами спроса.

Резюме. Первичными экономическими понятиями теории спроса, как она

здесь представлена, являются:

(1) пространство товаров R7;
(2) характеристики потребления:

(a) множество потребления XCR1;
(b) предпочтения > CR7 X R7;
(c) богатство w G R;

(3) система цен: ρ G R7,
В терминах этих первичных понятий мы можем определить:
бюджетное множество :β(Χ,\ν,ρ): = {χ G X |ρχ < νν },
множество спроса: φ (Χ, >, νν, ρ): = [ζ G β (Χ, νν, ρ) | не существует

χ£β(Χ, νν, ρ),χ>ζ}.
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Задачи

Задача 1. Пусть L — лексикографическое упорядочение на R2, т.е.

«, г?) L «', г?'), если (1) ξ < £' или (2) £ = £' и η< η*.
Показать, что не существует функции /: R2 -»· R, для которой

(|,т?) L (|\ т?') тогда и только тогда, когда/(ξ, т?) </(£', т?').
Задача 2. Показать что для рефлексивного, транзитивного и

полного бинарного отношения << на топологическом пространстве X следующие

свойства эквивалентны.

(I) Множество { (х, у) € Χ Χ Х\ χ $ у } замкнуто в X X X.

(II) Для любых дг, у G Χ, χ < у, найдутся такие окрестности Ux и Uy
соответственно точек χ и у, что χ' ·< у' для любых χ' € Ux и д>' G Uy.

(III) Множество (χ Ε Χ\χ >: ζ } замкнуто, а множество {xG Х\х > ζ)
открыто для любого ζ £ X.

Задача 3. Показать, что ддялюбого иррефлексивного, транзитивного
и монотонного (но не обязательно полного) отношения > на R+
эквивалентны два следующих утверждения.

(I) Множество > открыто относительно R +7·
(II) Для любого ζ е R^ множества {х € R$. \х > ζ } и {х G R7+ |z > χ]

открыты относительно Ri (Шмайдлер, 1969).
Задача 4. Доказать следующее утверждение.
Пусть X — связное топологическое пространство, а ^ — бинарное

отношение на нем со следующими свойствами:

(1) Отношением транзитивнб-
(2) Отношение ^ замкнуто, т.е. для любого ζ Ε Χ множества

{ jc G Х\х$ ζ} и {χ€Χ\ζ £ х} являются замкнутыми.

(3) Отношение -< открыто, т.е. для любого ζ Ε Χ множества

{χ Ε Х\ χ < z}vl{xE X\z < χ } открыты (χ<ζ означает*^ζ,нонету χ).
(4) Существуют χ и χ', для которых χ < χ'.

Тогда отношение ^ является полным.

Указание. Показать, что если у < ζ, то

{хех[х>у} и {хех\х<у} =х

Предположить существование несравнимых υ и w из X и показать, что

это ведет к противоречию (Шмайдлер, 1971).
Задача 5. Пусть &*< обозначает множество отношений предпочтения

■б из 9*, совместимых с" векторным упорядочением <, т.е. если χ £ X
и х % У> т0 х & У- Пусть 3*wmo означает множество слабомонотоннырс

отношений предпочтения из ^*, т.е. изхЕХих<у следует χ < у.

Показать, что

#fnsn #*< = s^mo.
3 л д а ч а 6 (минимизация затрат). Пусть {X, >■) - отношение

предпочтения из #**. Для произвольного ζ Ε Χ и вектора цен ρ определим
множество

σ(<$ ztp):= {x£X\z$ X и рх
- min ду}.

Тогда:
(а) если^еЗ* inS, то из* €φ(Χ , w, ρ) следуетхб σ{$ ,χ,ρ);
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(b) если pz > infp · X, то из χ £ σ(-6 , ζ, #) следует χ £ </?( >< , ρ
·

ζ, ρ).
Задача 7 (выпуклое замыкание предпочтений). Для произвольного

><е?т*0 определим отношение ς< , положив

£:={(*, J>)£R:
2/

для любого ζ £ R| из χ £ со ψ (ζ) следует

>>£ cot//(z)} ,

где ψ(ζ)={*£Κ'ΐζς<χ}.
Доказать, что:

(1) ^G#mo для любого ^ £ ^mol
со

(2) со φ( -б , νν, ρ) = φ{ $ , νν, ρ) для любого (νν, ρ) £ R X R*.
Указание. Показать, что соответствие z->co{x£Ar|x>:z} является

замкнутым. Из этого вывести непрерывность отношения 4 .

Примечания к § 1.1. Все понятия этого параграфа более детально

рассматриваются у Дебре (1959) в гл. 2 и 4.

Доказательства существования полезности по Парето давались Эйленбер-
гом (1941), Дебре (1954а, 1959, 1964) иРадером (1963).

По-видимому, наиболее коротким доказательством для общего случая
является упрощенный вариант доказательства Дебре (1964), предложенный
Боуэном (1968).

Существует альтернативный подход к теории спроса, предложенный
Самуэльсоном (1938). Вместо того чтобы выводить спрос при заданных

ценах и доходе из отношений предпочтения, понимаемых как первичные

понятия, можно в качестве такого первичного сразу же принять понятие

функции (соответствия) спроса. Если функция / обнаруживает
определенную "согласованность" выбора (т.е. то, что называется сильной

аксиомой выявленного предпочтения), то можно доказать существование
отношения предпочтения (в общем случае не определяемого функцией /
однозначно) , которое порождает функцию спроса /. Таким образом, логически

эти подходы эквивалентны. Представляется, что отношение предпочтения

является все же более фундаментальным понятием. В частности, оно

применимо к исследованию более общих ситуаций, когда цен нет.

Вклад в развитие теории выявленного предпочтения внесли Самуэльсон
(1938), Вилле (1946), Хаутеккер (1950), Удзава (1959), Африат (1967)
и Рихтер (1966). См. также работу Чипмена и др. (1971).

§ 1.2. Индивидуальный спрос

Выясняется, при каких условиях зависимость множества спроса φ(Χ, >·
,

w, ρ) от определяющих его параметров (отношения предпочтений (X, >·),
состояния w и цен р) оказывается непрерывной.

Близость предпочтений. Вкусы участников экономики описываются

отношениями предпочтений. Интуитивное понятие "сходства" вкусов
превращается в математически строгое посредством задания на множестве

всех отношений предпочтения £Р некоторой топологии. С экономической

точки зрения вкусы можно квалифицировать как сходные, если они

порождают сходный спрос в сходных в смысле цен и богатства ситуациях.

Очевидно, это является одним из необходимых условий для любого
экономически осмысленного и операционального понятия сходства вкусов.
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Несомненно, на множестве отношений предпочтений З5 всегда
существует топология (например, дискретная), в которой соответствие спроса
обладает свойствами непрерывности. По соображениям, которые станут
понятными впоследствии, хотелось бы, однако, иметь метризуемую и сепарабель-
ную или даже компактную топологию. Такая топология существует и легко

поддается характеризации: это самая грубая топология на З^из тех, для

которых множество

{х,>,х,у}е pxr'xr1 \х,уе х и хху)
является замкнутым.

Как было объяснено в предыдущем параграфе, каждое отношение

предпочтения (X, > ) из 9 описывается замкнутым подмножеством

F: = {(x,y)EXXX\x»y}

множества R2/.
Следовательно, множество отношений предпочтения 5й можно

рассматривать как подмножество множества 3* (R2/) всех замкнутых подмножеств

R2'. Отсюда естественной в качестве топологии на 5* является топология

Зс замкнутой сходимости на 3й (которая определена в В. II).

Теорема 1. (а) Множество отношений предпочтения3*, наделенное

топологией замкнутой сходимости £fC9 является компактным и метри-

зуемым.

(b) Последовательность (Хп^п) сходится к {X, >■) в (<?>, Cfc) в том

и только том случае, если ii(F„) = F = Ls(F„).
(c) Топология замкнутой сходимости Cfc является самой грубой хаус·

дорфовой топологией на &у обладающей тем свойством, что множество

{(А, >,х,у)Е&Х&Х& \х,уеХ их*у)
замкнуто.
Доказательство, (а) Было доказано (см. В.И, теорема 2), что

множество if(R2/), наделенное топологией замкнутой сходимости t7c,
является компактным и метризуемым. Для доказательства компактности

и метризуемости ( 9 , Cfc) достаточно показать (ср. B.I, (7), (15)), что 3*
является замкнутым подмножеством в ( f (R2/), Cfc). Пусть (Хп, >■ „) -

последовательность в 9*, af — замкнутый предел последовательности

СР„),где

F„:={(x,y)eXnXXn\x*„y}.

Нам нужно доказать (см. В. II, теорема 2(c)), что отношение предпочтения
(X, >) принадлежит ^гдеХ: ={xSRl | (х, х)ЕР}и >: =(JTX X)\F.

Из Li(F„) = F= Ls(F„) следует, что множество X является замкнутым
пределом последовательности (Хп). Множество X непусто, поскольку

каждое множество Хп принадлежит X, и поэтому пересекается с данным
компактным множеством. Каждое множество потребления Хп выпуклое,

поэтому и замкнутый предел X — выпуклое множество. Действительно,

пусть х,у€Х и 0<λ< I. Поскольку X
= Li^), существуют

последовательности (хп) и (уп), которые сходятся соответственно к χ и у и для

которых хп Ε Хп иуп Ε Хп. В силу выпуклостиХ„ имеем λ„χ„ +(1 - \)уп Ε
£Хп. Следовательно, \х + (1 - λ)^ Ε Li(Z„) = X. Теперь легко

доказывается, что Хе SC.

81



Покажем, что отношение > на X является иррефлексивным. Пусть
.v G X. Тогда существует сходящаяся к χ последовательность (х„), в

которой л*„ G Хп. Так как отношение >„ иррефлексивно, должно быть

(χηχη)£Ρη. Поэтому, учитывая, что Li(F„) = F, имеем (х, х) G F, и,

следовательно, χΫ х.

Покажем, далее, что отношение > транзитивно. Пусть χ >у иу >· ζ.

Предположим, что χ ϊ ζ, т.е. (χ, z)SF. Так как U(Fn) = F, существует
последовательность (xtl*ztl) Ε F„, для которой (xn,zn) ~* (χ>Σ)· Теперь
для достаточно больших η оказывается (хп<Уп)£Рп и Ον ζη) Φ ^/м где

7„
- произвольная сходящаяся к у последовательность с уи G Χ. В самом

деле, если бы это было не так, то было бы (л:, у) ^ Ls(^/i) - Fили (\\ z)GF,
а это противоречит тому, что χ > у и у > ζ. Из транзитивности >„ получаем

(хп> ζη) 4 Fn» т.е. противоречие.

(b) Из В. II (теорема 2) получаем нужную характеризацию сходимости

в(*. Яс).
(c) Так как пространство ( #>, Jc) является компактным, любая

более грубая хаусдорфова топология на #>совпадает с 3с (см. B.I, (18)).
Таким образом, нам остается показать, что множество

{(Х,>-9х,у)\х,уеХ и х + у)
является замкнутым в (5s, Jc)XRlXRl. Пусть (Хп. >„. хп, у„) -*

-*(Х,> . х, у), где х„*уп € *„ и *,, γ ;>„. Тогда (л„.;'„) Ε /;,, откуда

следует, что (х, у) £ Li(F„) = /*\ т.е. χ,ν €Х и χ γ r. Теорема доказана.

Для облегчения последующих ссылок сформулируем три
непосредственных следствия из теоремы 1.

Следствие 1. Соответствие множества потребления (X, > )*-*· X из

£Р eRl является замкнутым и полунепрерывным снизу.

Следствие 2. Множество

{(X, >,х,у)е &XRlX К'\х,уЕХ и *>-;>}
является борелевским подмножеством в SP X R7 X R1.

Следствие 3. Пусть (ЛГ, > ) G 5й, дг, у G X и х> у. Тогда существуют

такие окрестности U, Ux и Uy соответственно элементов (X, > ) в &, χ и ν

в R', чтох' >'у'для каждого (Х\ >') G U, x'G Ux DX'uy'eUy ПХ'.
Замечание. Подчеркнем,что подмножества ^mo}^ins и

Ф*множества 9* не являются замкнутыми (задача3),а замыкание &* отлично от 9.
В последующих главах нам иногда придется предполагать, что

предпочтения принадлежат подмножествам 3й (например, #>тоили З^о). В таких

случаях оказывается важно знать (по техническим причинам, связанным с

теорией меры), что эти подмножества являются фактически борелевскими
подмножествами компактного пространства 9>. (Например, тогда любая

мера окажется плотной.) Докажем поэтому следующую лемму.
Лемма. Подмножества ^то, 3^*г^>Соы &scoявляются G^-mho-

жествами (т.е. счетными пересечениями открытых множеств из &) и тем

самым борелевскими множествами.

Доказательство. Для любых целых положительных пит

определим множество

&пт ={(>,Ar)G 5й! существуют такие х, у. G X,

что | χ | < п, | у | < пу χ У у, х ^ у и [ χ -

у I > \\т }.
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Легко проверить, что &пт замкнуто в ^.Поскольку

и = 1 ι/ι = 1

мы получаем, что 3й то является G6 -множеством. Доказательство для

других множеств составляет содержание задачи 4.

Свойства непрерывности индивидуального спроса.
Утверждение 1. Отношение бюджетного множества β из & X R X R; β

Rl является замкнутым, а также полунепрерывным снизу в каждой точке

(X, νν, р), где inf ρ
· Χ < νν.

Доказательство. Напомним, что бюджетное множество

определяется как

β(Χ9 w,p)={xEX\ px ^vv).

Таким образом, отношение бюджетного множества β является

пересечением соответствия множества потребления X и соответствия

{X, νν, р)н> { χ € R' | рх <: w}.

Поскольку оба соответствия замкнуты (следствие 1), β также является

замкнутым.

Чтобы доказать полунепрерывность β снизу, рассмотрим сначала отноше-
о

ние β, определенное как

fax, w,p):={xeX\px<w).
о

По предположенному существует вектор χ €β(Χ, νν, ρ). Пусть (Χη. > „,

wn*Pn) - произвольная последовательность, сходящаяся к (X, >, vv, p).
В силу следствия 1 соответствие множества потребления X является

полунепрерывным снизу. Таким образом, существует такая последовательность

(.ν„), сходящаяся к.ν, что*,, €Xtl· Ясно, что рх < w влечет рпхИ < wn при

достаточно больших значениях п. Следовательно, для достаточно больших
о

η χηΕβ(Χη, wn.pn)9 что доказывает (В.IIL теорема 2) полунепрерывность

снизу отношения β в точке (X. νν, ρ). Выпуклость множества потребления X

влечет β(Χ. vv, p) = el β(Χ, vv, /;). Утверждение 1 следует теперь из того, что

замыкание полунепрерывного снизу соответствия также является

полунепрерывным снизу.

Легко показать, что условие inf/?· Х<и>не может быть заменено на

более слабое ρ А" < νν.

Пример (рис. 1.5). X^Rl. wn -*0 = vv, pn -*(0, 1 )=:/?, 0(Rj, w, p) =

=[0,οο).
Теорема 2. Отношение спроса φ из 3> X R X R'e R1 является

непусто- и компактнозначным, а также полунепрерывным снизу в каждой

точке (X, > . vv, /;), β которой бюджетное множество β(Χ, vv, p) компактно

и inf/;· Χ< w

Доказательство. На основании предложения 1 отношение

бюджетного множества β является замкнутым и полунепрерывным снизу в

(Х,\\\р). Поскольку бюджетное множество выпукло и компактно, из
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леммы из ВЛИ следует, что отношение бюджетного множества непрерывно

в точке (X, w, р).
Пусть S= SPXRXR1. Из теоремы 1(c) и предложения 1 следует, что

множество

i(s,x,y)ESXRlXRi\x.y^fi(s) и х*яу)

является замкнутым в S X R1 X Rz. Поэтому можно применить теорему 3

из В.Ш, и требуемое доказано.

Рис. 1.5

Легко показывается, что в условиях теоремы 2 отношение спроса φ

является непрерывным в точке (X, >, w, ρ) в том и только том случае,

когда множество спроса φ(Χ, >, w, p) состоит ровно из одного элемента

(что выполняется, например, если отношение предпочтения (А', > ) строго
выпукло). Даже при фиксированном отношении предпочтения (X, > )
отношение спроса φ не является, вообще говоря, полунепрерывным снизу
по w и р. Однако в теореме 4 из В.Ш мы показали, что "более чем е-разры-

вы" компактнозначного и полунепрерывного сверху соответствия

являются "редкими", т.е. они принадлежат замкнутому, нигде не плотному

подмножеству. Например, если 9L обозначает множество предпочтений >

в 9, определенных на Rl, то сужение соответствия спроса φ на

&L X (О» °°) X (0, °°)1 является по теореме 2 компактнозначным и

полунепрерывным сверху. Следовательно, по теореме 4 из В.Ш для любого

е > 0 существует открытое и плотное подмножество G С &L X (О, °°) X

X (0, °°)1, в любой точке t = (*- ·, w, p) которого разрыв множества спроса

φ(ί) меньше, чем 6, т.е. для любой последовательности tn -* t для

достаточно больших η выполняется включение φ(ί) CZ?€(</?(r„)). Следовательно,
соответствие спроса </? непрерывно на счетном пересечении открытого и

плотного подмножеств. Заметим, что это пересечение снова является

плотным, так как 9L компактно (теорема Бэра).
Приведенные выше аргументы можно использовать, чтобы показать, что

для любого вектора цен ρ > 0 и любого е > 0 существует такое открытое и

плотное, зависящее от ρ и б подмножество G потребительских
характеристик в &i X (О» °°)» что диаметр множества спроса φ($ , νν, ρ) оказывается

не больше, чем е, для любой (^, w) из G. Это значит, что если для

конкретного потребления характеристика (^ *, w*) такова, что diam </?(<< *. w*, p) <

£ е, то для достаточно близкой к ней характеристики ($, w) все еще

diam φ($, Щ ρ) ^ е, и, далее, если характеристика (ς< *, w*) такова, что

diam</?(^*, w*,p) >е, то сколь угодно малого отклонения от (ς< *, νν*)κ
84



( ч, w) достаточно для получения diam φ($ , w, p) <e В этом смысле мы

и понимаем утверждение: диаметр множества спроса φ(<<\ w, ρ) "в общем",
или "обычно", не превосходит е.

Следствие. Пусть З5! означает множество отношений нестрогого

предпочтения 3 в & *, определенных на R+ . Тогда для любого вектора цен

ρ > 0 и € > 0 существует такое открытое и плотное подмножество

GC£f>*LX (О,™),что

diam φ(< , νν, ρ) < β для любой (< , νν) E G.

Доказательство. Из теоремы 2 следует, что соответствие спроса

φ(·,',ρ) является компактнозначным и полунепрерывным сверху.
По теореме 4 из В. III существует такое открытое и плотное подмножество

G С ^2 X (0, °°), что для любого t G G и любой последовательности tn-*t
при достаточно больших η выполняется включение φ{ί) С Βη(φ(ίη, ρ)).

Но для любой характеристики ( £, w) = t можно найти такую

сходящуюся к t последовательность (tn), что множество φ(ίη,ρ) состоит ровно из

одного элемента. Поэтому диаметр множества φ(ί) не может

превосходить е. Теорема доказана.

В оставшейся части этого параграфа мы исследуем отношение спроса φ
в точках, в которых бюджетное множество β(Χ, νν, ρ) может быть

некомпактным или же может не выполняться условие infρ
· Χ < νν.

Утверждение 2. Отношение спроса φ из ^Х R X R1 в R7 является

борелевским, т.е. множество

{(X, >,w,p,x)e ^XRXR'XR' |х€<р(ДГ, >,w,p)}

является борелевским подмножеством в SPx R X R; X R7.
Доказательство. Пусть Г: =9bX RX R1. Отношение β из Τ в R1 для

любого замкнутого подмножества F С R7 обладает следующим свойством:

/Г1 (F) = U€ Τ | ]3(0 ПГФф) принадлежит 3$(Г).

Действительно, достаточно показать, что (Г1 (К) для любого

компактного подмножества К из R7 принадлежит S3 (Т). В силу утверждения 1

график отношения является замкнутым, и, следовательно, множество

βΓ1 (К) замкнуто. Пусть Г = {/ € Τ | /?(Г) Φ ф }. Ясно, что Г' 6 3d (Г).
Существует (D.II.2, следствие из леммы 1) такая последовательность

(/„) измеримых функций из Т' в R1, что

Я0 = с1Ш0|л = 1,...}

для любого Г £ Г'. Положим

*»(0:=ί*^«0ΙΛ(0**». л=1,...

График F„ отношения фп является борелевским подмножеством Τ X R .

Действительно, по теореме 1 (с) множество

{(X9>,x,y)eff>XRlXR!\x,yeX и хЧу)

замкнуто. Следовательно, в силу утверждения 1 множество

F:={(t,x,y)eT'XRlXRi\x,yGfi(t) и χ *ty}
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замкнуто в Τ' X R7 X R7. Пусть Ип является отображением ((, x)*+hn(t, x):=
:= (tj'n (f),x). Тогда должно быть Fn = /i„(F). Поскольку /„ является

измеримым отображением из Г' в R', отображение hn измеримо по Борелю
(D.I, (2) и (4)). Таким образом, Fn принадлежит °B(TJ X R7) и поэтому
принадлежит также 93 {Τ Χ R').

оо оо

Нам осталось показать, что φ(ί) = Π φη(ΐ). Очевидно, φ(ΐ) С η ψ (г)

С другой стороны, пусть χ € Π ψ„0), но х^ «р(0. Тогда найдется вектор
η - 1

у Ε 0(f), для которого ν >t χ. Множество {ζ Ε 0(f) | ζ > t x) является

открытым относительно 0(f). Следовательно, существует целое п, для которого

fir(0>tx, т.е. χ ψ ф- (f), и мы получили противоречие. Утверждение
доказано.

Утверждение 3. Отношение спроса φ является замкнутым в

каждой точке (Л> . νν, р) Ε &> X R X R*, где inf p X<w.

Доказательство. Пусть f„:= (*„,>„, νν„,ρ„) -+(Х, >, νν, ρ) = :f

и xw E ^(f,j), где χ„ -*λ. Мы должны показать, что χ Ε φ(ί). Должно быть

χ Ε 0(f), поскольку, согласно утверждению 1, 0 является замкнутым.

Пусть ζ Ε X и pz <w. Поскольку соответствие множества потребления X
является полунепрерывным снизу, существует последовательность (ζ„),
сходящаяся к ζ с элементами z„GI„. Таким образом, для достаточно

больших η мы имеем pnzn < νν„. Следовательно, ζ„ >/„*„, что по

теореме 1 (с) влечет ζ >jtx.
Пусть теперь ζ Ε X и pz

= νν. Поскольку по условию существует

вектор ζ Ε А", для которого pz* < νν, бюджетное множество выпукло, ζ

должно быть пределом последовательности точек ζ„ бюджетного множества

#ζ„.<ί\ν. Следовательно, zn fx, что влечет ζ ή χ.

Следствие 1. Пусть последовательность (Хп, >-„, w „, р„ ) сходится

к (R+, >, νν, ρ); предположим, что > Ε 3*mo, νν >0, ρ > 0 w вектор ρ не

является строго положительным. Тогда

inf {| .ν | | .ν Ε ^(Jf„, >-„, wn,pn)} n

-* оо.

Доказательство. Предположим, что это следствие неверно. Тогда

существует такое ограниченное множество 5в R', что для бесконечно

большого числа номеров п должно быть φ(Χ„, >«, vv„,pn) Г) ВФф. Пусть
уп Ε ^(Л^, >„, wn, рп) Г) В. Существует сходящаяся

подпоследовательность, скажем уп -+у. Поскольку inf ρ- R+ = 0 < νν, из утверждения 3

следует, что у Ε φ(Κ+, >, w, p), а это невозможно. Действительно, это

множество пусто, так как > Ε imo, а бюджетное множество 0(R+ , νν, ρ)
не ограничено. Следствие доказано.

При анализе равновесия вектор цен ρ является неизвестной переменной,
подлежащей определению. Поэтому, не делая строгих предположений, мы
не можем априори установить, выполнено ли условие inf ρ

· Χ < νν.

Например, если величина богатства w выводится с учетом цен ρ из величины

первоначальных запасов е, т.е. νν = ρ· е, то из предположения е Ε Χ следует

только, что inf ρ · X й νν. Чтобы усилить это до inf ρ · Χ < νν, необходимо

предположить, что еЕ int (Л"), а это является весьма сильным предположе-
86



нием. Фактически оказьюается, что в большинстве рассматриваемых в

дальнейшем моделей для равновесных цен это условие выполняется.

По этим соображениям вводится следующее искусственное понятие,

которое следует рассматривать только как техническое средство,

используемое при доказательствах.

Следствие 2. Отношение квазиспроса φ из 3* X R X R7 в R1,
определяемое как

{ φ(Χ, >, w\ ρ), если inf pX < w,
φ(Χ9 > ,w,p):= \

1 β(Χ, >, w, p\ если mfpX>w,

является замкнутым.

Доказательство. Пусть

t„ : = (Хп^п,"п*Рп) "►(*>■. wf p) =
: t

и хп
-» х, где χ„ G <p(r„ ). Если inf ρ · X < w, то из следствия 1, теоремы 1

и утверждения 11 из В.III следует, что для достаточно больших η должно

быть Ίηίρη·Χη < wn. Следовательно, φ(ίη) = φ(ίη) и утверждение 3

влечет χ G φ(ί). Если inf pX > w, то остается доказать только, что χ G

G 0(/). Поскольку £(ги) С β(ίη) и поскольку по утверждению 1

соответствие бюджетного множества замкнуто, мы имеем χ G /3(г). Следствие
доказано.

Задачи

Задача 1. Пусть (Rj.,>„) и (r1, >) принадлежат 9**^, а н„ и

и —

паретовские функции полезности соответственно для >п и >. Показать,
что последовательность (Ri, >п) сходится к (Ri,>) в ( 5>, Jc), если

последовательность (ип) сходится равномерно на компактных

множествах из R+. Показать, что предположение о локальной ненасыщаемости
не может быть здесь снято.

Задача 2. Доказать, что последовательность (Хп, >п) сходится к

(X, > ) из (&fns, -У с) в том и только том случае, если Ls(F„) С F, где

Задача 3.. Показать на примере, что &*, 3*1ηβ и 3*то не являются

замкнутыми подмножествами SP . Кроме того, показать, что cl 9й* Φ 9*,
Cl #то * ^wmo И Cl Р*то = 3й wmo·

ВмеСТе С ТеМ> #> wmo КОМПаКТНО И

9**0 замкнуто в 9й* (Гродал, 1974).
Задача 4. Показать, что подмножества #>*, 9* *0 и #>*со суть

множества G6 в 9>.
Указание. Воспользоваться тем, что (>, χ)ψ 9й *, если

существуют такие х, у, ζ G X, для которых х £ У* У к ζ и χ < ζ. Для
произвольных я, т положим

& пт ={(>,*) G # | существуют х, у, ζ G JK такие, что |х | <λι, |^ | <л,
U \<n,x ty.yfz и В1/т(х) ПК Bl/m(z) ПХ}.
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Показать, что #>пт замкнуто и $>\ 5й* = U U 9пт. Для множест-

« = 1 « = 1

ва ^sco рассмотрим множество

9 птк
- { (^ X) е & I существуют х, ^ G Л' и λ е R такие, что | χ | <

<п, \у[ <и, | х-дЧ > 1/#я, 1/*<λ<1 -Ι/Λ, Jt f д\ ;-<хих^ах +

+ (1-α)^}.

Проверить, что ?шЛ замкнуто в?, а

и sco **
,

v

nmit
η = 1 m = 1 /с = 1

(Гродал, 1974).
Задача 5 (приближение выпуклых предпочтений строго выпуклыми

предпочтениями). Показать, что подпространство &*то является плотным

SCO

в ?J,0; (Можно даже показать, что любое отношение предпочтения
со

^Е?^ является пределом такой последовательности отношений (^„)
SCO

из &*то, что (а) каждое отношение $ п представимо непрерывной функ-
SCO

цией полезности и (Ь) каждая функция спроса φ(>,η, е- ρ, ρ)
дифференцируема по ρ (Каннаи, 1974; Мак-Колел, 1974).)
Задача 6. Показать, что предбазис топологий замкнутой сходимости

на &то задается множеством вида

{>G5&mo I* >у длялюбых xes'nyer},

где S и Τ — замкнутые шары в R+ с рациональными радиусами и

рациональным центром. Показать, что топология замкнутой сходимости является

самой грубой хаусдорфовой топологией на #*^0, обладающей тем

свойством, что множество

{{>;Х,у)еР*тоХК1+ХК1\х>у}
открыто в 9 *то X R+ X R+ (Каннаи, 1970).
Задача 7 (непрерывная полезность).
(a) Показать, что существует такая непрерывная функция и на 9*то X

X R+ со значениями bi R, что для любого отношения <<€ 9то функция
и(4, ·) · R+ ~* R является функцией полезности для £ , т.е. χ $ у тогда

и только тогда, когда и(£, х)<($,у).
Указание. Взять

и(=^х) : = пик {$€1^| ($)£*}.

(b) Пусть 9\ является подмножеством множества 9*, для

которого (1) int (Χ) Φ ф и (2) любой класс безразличия имеет нулевую меру
Лебега. Показать, что существует непрерывная функция и: G -> R, для

которой и( ■$ , ·): X -* R является функцией полезности отношения

(X, *),где
G = {(jr,'*,jt)ea>; XRl\xex),
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Указание. Положить и($ ,х) := λ( { ζ G X \ ζ $ χ)) , где λ означает

произвольную ограниченную меру на R7, абсолютно непрерывную

относительно меры Лебега на R* (Нойефайнд, 1972).
Задача 8. Показать, что топология замкнутой сходимости может

быть метризована на #^0 посредством следующей метрики:

|и(«,х)-и(*\х)|
Р(^-Ч): = тах

ПТ7?
'

где м(·, ·) означает функцию полезности, определенную в задаче 7(a)
(Каннаи, 1971).
Задача 9 (измеримая полезность и). Пусть G является графиком

соответствия потребительского множества, т.е.

G = {(X,*\x)e &*XR!\xeX}.

Показать, что существует такая измеримая по Борелю функция и: G -*R,
что м(.с<, ·): X-+R является функцией полезности для ^< (Ауман, 1969).
Задача 10. Показать, что функция

φ(·.ν.ρ): ^sco-*R/
не является равномерно непрерывной.
Задача 11 (выпуклое замыкание предпочтений). Показать, что

отображение ^
-* £ , определенное в задаче 7, § 1.1, является непрерывным

на Ко-
'

■

,

Задача 12 (е-спрос). Для любыхе>0и (*,wtp)E 3й
mo

XRXR'

определим множество

φ€ Сс% νν, р) : = cl {χ G R+1 рх
=
w и х>у для любого у > 0 такого, что

ру< w -е\р |).

(a) Доказать, что для любого е>0 соответствие^6 из 5й ^ о
х (0»°°) х

X (0, °°)! bR' является полунепрерывным снизу и включает соответствие

спроса ιρ, т.е. φ С φ€.
Указание. Показать, что соответствие ψ из &то X (0, °°) X (0, °°)7

в (0, °°)1 открыто, где

ф (3, н\ р) : = {х G (0, °°)1 \х> у для любого у G Rl+ такого, что

ру <w-e\p\).

Вывести отсюда полунепрерывность снизу соответствия

(^, w, /?)к ф(^, н>, р) П {х G R+ | рх = w}.

(b) Показать, что при любом непрерывном отношении предпочтения >,

на R+ и w > 0, ρ > 0 замыкание φ€ соответствия φ€ является

непрерывным (т.е. полунепрерывным сверху и полунепрерывным снизу).
Указание. Показать, что

φ€(<<, νν, ρ) = {χ G R+ I px =
w и х >,у для любого >'€R| такого, что

ру< w - е\р\).
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Вывести из этого полунепрерывность сверху φ€.
(с) Дать определение е-спроса для отношений предпочтений из &то

таким образом, чтобы φ€ было полунепрерывным снизу.
Задача 13. Пусть U —

открытое подмножество декартова

произведения #то X #^0, содержащее его диагональ. Для любого (ί, νν, ρ) G

e^^XR+X (0,00)7 определим множество U-спроса:

φυ{#,\ν, р):=<< U φ(<\ νν,ρ).

Доказать, что соответствие ίΖ-спроса φυ из Р^о X R+ X (0, о0)7 в R7
является полунепрерьшным снизу.
Указание. Пусть (>„,w„,prt)->(>·, νν,ρ) и л: G ip"(>, w, p).

Необходимо показать, что существует последовательность (хп), для которой

хп-х и х„ G φυ(>η, wn,pn). Случай, когда w =0, тривиален. Если w >0,

рассмотреть линейное отображение R7 в R7 определенное матрицей

/ р1/р1п о \

мп
=

Положив хп : = — ·Λί„(χ), показать, что для достаточно больших η
w

должно быть хп ^^^(>„,νν„,ρΛ). Это устанавливается следующим

образом: существует такое >', что (>',>)€£/ и *Gip(>', w, p). Теперь
можно построить последовательность (>*^), полагая х^-У в том и

только том случае, когда

Показать, что для достаточно больших η должно быть

Хпе<Р(.>'п>Пп>Рп) и (>;,, >„)G£/.

Примечания к § 7.2

В литографированной рукописи (опубликована в 1970 г.) Каннаи в

1964 г. ввел метрику на пространстве монотонных предпочтений 5й
то.

Он представил каждое отношение предпочтения функцией полезности (см.
задачу 7) и определил метрику на Утов терминах этих функций
полезности (см. задачу 8). Топология, введенная таким образом, совпадает на

^mo c топологией замкнутой сходимости, введенной в этой главе (эта
топология была предложена Мертенсом, 1970). Каннаи использовал

метрику на &то для доказательства свойств непрерывности ядра экономики;

он не рассматривал ее связи с теорией спроса.

Полунепрерывность сверху соответствия спроса φ (теорема 2) была

установлена Дебре (1969). Однако Дебре вводил топологию на множестве

предпочтений 9>* с помощью расстояния по Хаусдорфу. Топология,
определяемая на 3й таким образом, тоньше, чем топология замкнутой сходи-

90



мости, и не является в общем случае сепарабельной. Так как для нас эта

сепарабельность в дальнейшем будет существенной, мы не будем вводить

топологии на основании метрики по Хаусдорфу, что было бы намного

проще. Дебре доказывает полунепрерывность сверху соответствия спроса φ

в значительно более широком контексте, чем мы это делаем здесь.

Приведенные в этом параграфе доказательства являются несколько иными.

Необходимо отметить, что полунепрерывность сверху φ по богатству и

ценам при фиксированном отношении предпочтения из 3°* была уже
доказана в литературе, посвященной анализу равновесия. Для заданного

отношения предпочтений, определяемого функцией полезности, теорема 2

содержится в работе Эрроу и Дебре (1954, замечание на с. 278), а

утверждение 3 появилось впервые у Дебре (1953). Доказательство
утверждения 3, опирающееся непосредственно на отношения предпочтения без

использования показателя полезности, было дано Мак-Кензи (1959).

Понятие квазиспроса было введено Дебре (1962).

§ 1.3. Средний спрос

Потребительский сектор. Будем рассматривать конечное множество А

потребителей а, каждый из которых описьюается своим множеством

потребления Ха, отношением предпочтения >а и богатством wa. В принятых
нами терминах это означает, что рассматривается отображение s конечного

множества А в 9* X R:

s: A-* 5й XR.

Пусть χ означает нормированную непрерывную меру на А, т.е.

Х(Е)=\Е\1\А\

для любого подмножества Ε из А. Образ меры μ от χ относительно

отображения 5 назьюается распределением множества потребителей А по

предпочтениям и богатству. Таким образом, μ(Ζ?) = \(s'1(B)) обозначает
долю тех участников экономики из А, потребительские характеристики
которых принадлежат ВС & X R. Частные распределения μ" на R и μ

ν

на

S5 называются соответственно распределением по богатству и

распределением по предпочтениям. Распределение по предпочтениям
- богатству

может являться, а может и не являться произведением своих частных

распределений, т.е. не предполагается, что распределение по богатству не зависит

от распределения по предпочтениям.

Если действует система цен р, то множество спроса потребителя а с

характеристиками s(a)E 3*XR обозначается φ{β{α),ρ).
Следовательно, если действует вектор ценр, то средний спрос множества

потребителей А задается как

Ф(*.р): = — Σ φ(8(α),ρ).
\А I a€A

По определению меры χ получаем

ФвР) = М*(-)>Р)<*Х.
А
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Ясно, что математически этот интеграл определен и для более общих

отображений s и мер χ. На самом деле в дальнейшем мы определим
"средний спрос" этой формулой и в более общей ситуации. Сначала, однако,

подготовим и обсудим этот шаг абстракции.
При анализе общего равновесия общий спрос малого числа потребителей

не вызывает особого интереса. Интересуются обычно совокупным спросом
всех потребителей большой экономики. В этом случае, по-видимому,
естественно и удобно (по аналитическим соображениям) рассматривать

распределение по предпочтениям - богатству μ как неатомическое в

пространстве характеристик Р XR*) . Фактически в эмпирических приложениях

предполагалось, что основные типы распределений дохода являются

неатомическими (например, распределение по Парето или логарифмически
нормальное распределение).

Рассмотрение распределения характеристик участников экономики

конечного множества А как неатомического означает, строго говоря, что

"фактическое" распределение считается распределением выборки объема \А\9
извлеченной из "гипотетического" населения. Такая статистическая точка зрения

основывается на том хорошо известном факте (D.I, (43)), что выборочные
распределения сходятся при увеличении размера выборки к

"гипотетическому" распределению. Естественно, остается показать, что

экономические понятия, выведенные из "гипотетического распределения" (например,
средний спрос), не могут существенно отличаться от понятий, полученных
на основе "фактического" распределения. Это представляет основной

предмет обсуждений в данном параграфе.
Существует также другая, вероятно, более глубокая причина, по которой

следует рассматривать неатомические распределения характеристик
участников. Уже сам факт, что участники экономики не все похожи друг на

друга, означающий в нашей системе, что носитель распределения по

предпочтениям -богатству "расплывается" по множеству 3й X R, может порождать

свойства, например, среднего спроса, которые не имели бы места при
отсутствии такого разнообразия характеристик участников. Более конкретно,
если предпочтения, скажем, из ЯР* не являются строго выпуклыми, то

средний спрос некоторого множества потребителей в общем случае не

определяется однозначно.

Однако, как это показано в следствии к теореме 2, для вектора цен

ρ > 0 множество спроса обычно, т.е. в случае большего в топологическом

смысле подмножества характеристик (^, w), имеет малый диаметр.
Таким образом, можно надеяться, что при "сильно размытом" распределении

потребительских характеристик "большинство" участников имеет малое

множество спроса. Конечно, мы не утверждаем, что подмножество,

которое является большим с топологической точки зрения (т.е. открытое и

плотное), является также большим и с точки зрения теории меры (т.е.
вся мера сосредоточена на нем). Тем не менее представляется возможным,
должным образом ограничив пространство предпочтений и усилив его

топологию, описать класс неатомических распределений μ, при которых
множества спроса будут малыми или даже одноэлементными для почти

*' Распределение μ на ^XR является неатомическим, если μ (А'. >, и·) =0 для

любого (,Υ, >, »г)е */* X R.
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всех (в смысле меры μ) характеристик. Эти рассуждения, разумеется,
достаточно неопределенны и нуждаются в пояснении.

Читатель может без труда привести с иллюстративными целями пример
такого "гипотетического" распределения μ на 5й* X R, что для любого ρ > О

будет μ {/£ 9 ΧΚ\φ(ί,ρ) состоит из одного элемента} = 1, но для любого

ρ > 0 существует такое t Ξ supp(M), что φ(ί,ρ) содержит более одного

элемента. Следовательно, при данном векторе цен ρ средний спрос в условиях

выборочного распределения является однозначным с вероятностью

единица.

Предположение о неатомичности распределений характеристик
участников требует, в частности, чтобы участников экономики было "много".

Можно сосредоточить внимание только на этом аспекте, не предполагая, что

характеристики участников могут быть разнообразными. В гл. 2, где будет
рассматриваться теория обмена, мы особенно выделим этот момент.

Поэтому здесь мы будем весьма кратки. Если потребителей "много", то решение
о потреблении типичного индивидуального потребителя будет оказывать

лишь "малое" влияние на совокупный спрос. Ясно, что если мы желаем

описать только этот аспект, а именно что влиянием индивидуального

потребителя на коллективные действия можно пренебречь, то нам требуется не

то, чтобы распределение характеристик участников было неатомическим,
а то, чтобы это распределение было извлечено из "очень большого"

множества участников экономики.

Предыдущее обсуждение мотивирует следующее определение.

Определение 5. Потребительским сектором *) назьюается такое

измеримое отображение s пространства с мерой (А, Л , ν) в пространство
?Х R характеристик спроса, что среднее богатство fYfosdv является

конечным.

Потребительский сектор называется:

простым, если измеримое пространство (Α, Λ ,ν) является простым,

т.е. А — конечное множество, Λ — семейство всех подмножеств А и

v(E) = \E\l\Al ЕСА;
неатомическим, если пространство с мерой (Α,Α, ν) является

неатомическим, т.е. для любого ЕЕ<А, для которого ν(Ε) >0, существует
множество SCE, для которого 0<v(S) <v(E)\

выпуклым, если почти все потребители любого атома пространства с

мерой (A,tA,v) имеют выпуклые предпочтения.
В соответствии с этим определением неатомический потребительский

сектор всегда является выпуклым.
Обозначение. Произвольный элемент множества А

потребительского сектора называется потребителем а. Пара из отношения предпочтения
и богатства потребителя а обозначается s(a) = (XS(a)> >s(a)< ws(a))· Если

ясно, какое отображение s имеется в виду, то будем писать короче:

(Ад, >в, wa). Образ меры ν ° s~l называется распределением по пред·

*) Мы используем слово "сектор", поскольку богатство (понимаемое здесь как

вещественное число) происходит от обладания ресурсами и прибыли от производства,
которое пока не было явно введено в рассмотрение. Это будет сделано в последующих
главах. Исходный элемент "богатство" был обозначен через w,aW обозначает
проекцию множества & X R на R.
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почтениям - богатству потребительского сектора (А, Л ,!>)-* 3d X R и

обозначается μ5 или просто μ. При заданном векторе цен ρ Ε R7 интеграл
f<p(s()>P)dv называется средним спросом потребительского сектора.
Он обозначается через Ф(з, р).

Смысл и интерпретация простого потребительского сектора и

производных от него понятий очевидны и в комментариях не нуждаются.

Неатомический потребительский сектор является фактически более
абстрактным понятием. Его интерпретация опирается (пока, во всяком

Рис. 1.6

случае) на аналогию со отучаем простого потребительского сектора. Оно

описывает потребительский сектор сочень большим, несчетно бесконечным

множеством потребителей, где каждый индивидуальный потребитель не

оказывает ровно никакого влияния на средний спрос, σ-алгебра Ά введена

по чисто техническим соображениям. Концептуально Л следует
рассматривать аналогично случаю простого потребительского сектора как множество

всех подмножеств множества А

Спрос и распределение по предпочтениям — богатству. Легко
проверяется (мы докажем более общий результат в утверждении 4), что средний
спрос Ф(я, р) зависит исключительно от распределения предпочтений —

богатства μ =
χ ° s'1 при условии, что множества спроса φ(ϊ{α), ρ)

являются выпуклыми. Точнее, мы установим, что

Ф(*,Р)= / φ(',Ρ)όμ,
<0»Х R

где μ
= χο5Γ1.

Следующий пример показывает, однако, что в общем случае, т.е. без

предположения о выпуклых предпочтениях, ожидаемый спрос при
заданном векторе цен ρ зависит от распределения предпочтений — богатства и

от числа | А | потребителей в множестве А (рис. 1.6).
Пример. Для любого a G А пусть s{a) = (R+, ^, 1) Ε SP* X R, где

отношения ς< определяются кривыми безразличия, изображенными *на

схеме

Пусть ρ = (1,1). Мы покажем, в какой ситуации средний спрос
определяется распределением предпочтений — богатства.

Утверждение 4. Дпя любого потребительского сектора s:

(А, А , ν) -* 3й X R и любого вектора цен р>0:

(a) conv Ф(х, р) = conv / φ( ·, ρ)άμ, где μ
=
w ο s'1;

#>Х R
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(Ъ)если потребительский сектор s является выпуклым, то множество

среднего спроса Φ(β, ρ) выпукло;

(с) если infp-Xa ^ννα, почти везде на А, то множество ожидаемого

спроса Ф($, р) непусто и компактно.

Доказательство, (а) Поскольку оба соответствия φ(',ρ) и

<p(s( · ),р) имеют измеримый график [утверждение 2 и утверждение 1 (Ь)
из D.II.3] и ограничены снизу, должно быть

conv JV(s( · ),p)<fr = /conv^(s( · ),p)dv =

= /conv φ( · ,ρ)άμ = conv JV( · ,ρ)άμ.

Действительно, первое и последнее равенства следуют из теоремы 4, D.IL4.

Второе равенство следует из формулы преобразования теоремы 5, D.II.4.

так как график соответствия conv φ( · ,р) принадлежит ίθμ( № XR)X3Bl
[D.II.3, следствие из утверждения 3].

(b) Измеримое пространство (Α, Λ, ρ) может быть разложено на

счетное объединение атомов и неатомическую часть [D.I, (12)]. Поскольку
для атомов предпочтения являются выпуклыми, множество спроса также

выпукло. Поэтому по теореме 3 из D.II.4 мы получаем, что Ф($,р)
выпукло.

(c) Нам остается показать, что множество S^( ·, ρ)άμ непусто и

компактно.

Поскольку ρ > 0 и inf pX < w почти везде в^Х R относительно

распределения μ, множество спроса φ(Χ, >·, νν, ρ) почти везде непусто [Β.ΙΙΙ,
теорема 3]. Таким образом, в силу теоремы 2 и утверждения 7, D.II.4

интеграл JVC*, ρ)άμ является непустым и компактным, если

соответствие φ( ·, ρ) интегрально ограничено. Чтобы показать это, можно

предположить без потери общности, что φ принимает значения из R+
Рассмотрим функцию

—■■■■•у)·
Ясно, что φ(Χ, >, w, p) <h(X, >

, w). Так как по предположению /wc/μ <
< °°, функция h является интегрируемой по мере μ. Утверждение доказано.

"Эффект выпуклости" спроса большого числа участников. Выпуклость
множества среднего спроса Ф(х, р) потребительского сектора s для любой

системы цен ρ оказьюается решающим обстоятельством при доказательстве

существования экономического равновесия [см. § 2.3 и 3.2].
Представляется правдоподобным, что множество ожидаемого спроса

простого потребительского сектора, когда участников "много", является

"почти" выпуклым. Это расплывчатое утверждение превращается в

строгое ввиду следующего утверждения.

Утверждение 5. Пусть sn: Ап -* 3* X R+ есть последовательность

простых потребительских секторов для которых:

(О М„|-оо;
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(II) последовательность (μ™ ) распределений богатства слабо сходится

к распределению μ™ и последовательность (ί%άμ w(ξ)) средних значений

богатства сходится к среднему ίξάμ™(ξ\
R

Тогда для любого е > 0 и любого компактного множества Π строго

положительных векторов цен существует такое целое Nt что для каждого

η > N и ρ Ε Π имеет место

conv Ф0„, ρ) С В€ [Ф(5„, р)].

Доказательство, Как легко проверить, достаточно показать, что

дня любой последовательности (рп)9 Рп Ξ Π, и любого уп G convO(s„, pn)
существуют такие векторы zn GΦ($„, рп)ndnGRl (η = 1,...),что

yn
= zn+dnHdn-+0.

Поскольку у„ G сопуФ($„, рп), мы имеем

\Ап |. л, G conv Σ φ{βη{α\ρη).
Ап

Теперь на основании теоремы Шепли - Фолкмена (С. I, (6)) мы можем

написать

\Ап Ιλ, = Σ/„(«) + Σ <Ш-/«(«)).
An Яη

где /„: = An -* R*, причем fn(a) G ^(s„(ur), p) для любого α Ε Αη\ fn\
Fn -► R*, причем /^(д) Ε conv *p(sn(a), p„) для любого α € Fn\ подмножество

Fn множествами обладает свойством | Fn\ ^ /. Положим

Ι ^и I Fn

Пусть π = min{pw \p G Π, /г = 1,...,/} . Ясно, что π > 0. Поскольку

< 2

l/„G0 -Λι(β) Ι = — w(sw(a)), мы получаем

где W,,: = w(s„(F„)). Так как М^(И;И)=| Fn\ I \ Ап\ -+0н по

предположению (II) Ji^^->/^Mw,H3 (D,I,(40)) следует, что/ξ ί/μ^(ξ) -*0,и по-

wn
этому dn -+ 0. Утверждение доказано.

Замкнутость отношения среднего спроса Ф. Мы указали условия, при
которых средний спрос Ф(х, р) потребительского секторах оказывается

точно определенным. Исследуем теперь, как множество Ф(з, р) зависит

от относящихся к экономике характеристик: распределения по

предпочтениям - богатству μ = ν о s'1 и вектора цен р.

Определение б.Пошедовательность[sn·. (Л„,*/ί„, vn) -*S*X R]n=i,...
потребительских секторов назьюается сходящейся к потребительскому
сектору [s: (Α,Λ,ν)-*&ΧΚ], если:

(I) последовательность (sn) сходится к s по распределению, т.е.

последовательность μη:
=

vno s"1 распределений по предпочтениям
— бо-
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гатству слабо сходится к распределению по предпочтениям - богатству
μ:

=
νο 5"1;

(И) ίνάμη -* fwdμ, т.е. среднее значение богатства сходится.

Подчеркнем, что предел сектора потребления s входит здесь лишь под

знаком среднего от его распределения по предпочтениям - богатству μ..
Примеры.
1. Пусть (Ап,о€п, vn) = {А,АУ ν) (η = 1,...), последовательность

(s„) сходится почти везде к s и

lim /w о sn άν
= /w © sdv.

В этом случае легко показать, что Ls (Φ (sn, рп)) СΦ (s, ρ), как только рп
->

-*рир >0.

2. Пусть распределения по предпочтениям
— богатству μη и μ

потребительских секторов sn и s являются независимыми; μ„
= μζ Χ μ^\ μ

=

= 1?Χμ™.
Последовательность sn сходится κ s, если μ> -* μ^ μ™ -* μ** и

lim f ξάμη=! ξάμ" (D.I,(25)).
R R

3. Пусть s: (Л, Λ, ν) -* SPX R - потребительский сектор с

распределением по предпочтениям - богатству μ. Рассмотрим независимую

выборку объема п, извлеченную из распределения μ (л = 1, 2 ...). Она

определяет простой потребительский сектор sn. Последовательность ($„)
"выборочных" потребительских секторов сходится к s с вероятностью
единица. (D. I, (43)). Исследуя двойства непрерывности индивидуального

спроса φ(Χ, >
, νν, ρ), мы ввели (следствие 2 утверждения 3) понятие

квазиспроса φ (Χ, >, νν, ρ). По тем же техническим соображениям мы

используем это понятие при получении следующего результата.

Теорема 3. Для любого потребительского сектора s: (А, Л , ν)-*
-+&Х R и вектора цен ρ > 0, где infpX' й ννβ почти везде в А,
средний квазиспрос Ф(х, р)= f φ(ε(·), ρ)άμ является выпуклым и

компактным, а его выпуклая оболочка сопуФ( ·, ·) замкнута в (s, p). Это

значит, что для любой сходящейся к s последовательности (sn)
потребительских секторов и для любой сходящейся к ρ последовательности

(рп) векторов цен должно быть

Ls(conv$(s„, pn)) С conv<l>(s, р).

Ясно, что если в дополнение потребительский сектор является

выпуклым, то средний спрос Φ ( ·, ·) замкнут в (s, ρ).
Доказательство, Как и в доказательстве утверждения 4(c),

устанавливается, что множество Φ (5, ρ) непусто и компактно. Пусть
последовательность (sn) потребительских секторов сходится к s, а

последовательность рп векторов цен - к р. Каждый из потребительских секторов
sn может быть определен на своем пространстве с мерой (Ап, %Λ, νη);
поэтому теорему 6, D. II, 4 применить непосредственно нельзя. Однако,

используя теорему Скорохода (D. I, (37)), можно найти другую
последовательность (vn) потребительских секторов, определенных уже на

одном и том же измеримом пространстве, и притом такую, что

Ф(^,Ри) = сопуФ(5„,р„), и = 0,1,... ;

гдеs0 =s про
= р.
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Действительно, поскольку μη =
νη о s*1 слабо сходится к μ0 =

=
у © s"1, по теореме Скорохода (D. I, (37)) существует пространство

с мерой (Ω, f, λ), которое может быть выбрано неатомическим, и, кроме

того, существуют измеримые отображения νη из Ω в S^X R, для

которых

μ„=λου-1, /z = 0,l,..., vn(w)^v0(w)

почти везде на Ω.

По теореме 3, D. II. 4 интеграл / φ(νη(·), pn)d\ является

выпуклым. Поэтому, как и в доказательстве утверждения 4(a), имеем

/ φ(Vn('),Pn)d\ = conv/ φ(· ,ρη)άμη,
conv /£(s„( · ),ρη)<ίμη = conv /£( · ,ρη)(1μη. η = 0, 1,...

Следовательно,

Ф(у«,Р«) = сопуФ(5„,р„), л = 0,1,... (1)

Пусть

πΛ = ηιίη{ρ*|Η = 0,1,... Ι ,
1 ^ /ι S /.

Так как р0 > 0, мы можем предположить, что И > 0. Определим
функцию /г: 3йX R+ -* RJ., положив

Λ(Χ>,νν): = (Η'/π1,...,νν/π/).
Ясно, что

φ{·,Ρη)%Κ·), " = 0,1,..., (2)
/Λί/μ„ -*$1ιάμ<<χ>.

Поэтому

^«Ον),ρ„)=/ι(υ„(νν)),
^«,(νν))^Λ(υ0(νν))

почти везде на Ω и

fh ovnd\ -* //г© υ</λ.

Теперь мы можем применить теорему 6, D.II, 4, которая дает

Ь (ίφ(νη( · ), Pn)dX) С f Ls (£(ия ( · ), pH)d\). (3)

Поскольку uw(w)-*u(w) почти везде на Ω, из следствия 2 к

утверждению 3 получаем

Ls(£(u„(w), p„)) С £(υ(νν),ρ) (4)

почти всюду на Ω. Поэтому в силу (1), (3), (4) будем иметь

Ls(conv£(s„, Pn)) c f${v(')>P)d\- com4>(sfp),

что и требовалось.·
В следствии 1 к утверждению 3 было показано, что в случае

монотонных предпочтений спрос стремится к бесконечности, если какие-то цены

стремятся к нулю, а богатство остается положительным. Распространим
теперь это утверждение на средний спрос потребительского сектора.
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Утверждение 6. Пусть последовательность (sn) потребительских
секторов сходится так, что предельное распределение μ : = lim μη

сосредоточено на множестве S°moXR+ и /wi/μΧ). Пусть
последовательность (рп) строго положительных векторов цен сходится к вектору

цен р, который не является строго положительным. Тогда

inf {|*Ч |χ€Φ($„, ρη)} ·+ оо.
η

Доказательство. Применим теорему Скорохода (D.I, (37)) к

последовательности μη -* μ0 : = μ. На ее основании существуют такое

неатомическое пространство с мерой (Ω,#,λ) и такие измеримые

отображения νη: Ω-* S^XR (η = 0, 1 ), что υ„
-*

υ0 почти везде

относительно λ. μη
= λ ο ν„ι (η = 0, 1,...). График соответствия

ψ(Ρη('\Ρη из Ω в R' является измеримым (утверждение 2 и DJI, 3,

утверждение! (Ь)). Следовательно (D.IIJ, утверждение 3), функция
gn = dist [0,φ(νη( · )<рп)] из Ω в R является измеримой и потому

интегрируемой.
Таким образом, по лемме Фатуф.1, (19)) мы получаем

flttnmfgnd\ < liminf fgnd\.
η η

Если dist [0, Μ] цМ С R7 определено в терминах нормы

/

1*1 = Σ \xh I,
h = 1

то (D.II.4, утверждение 6)
dist [0,Φ(υ„, ρη)\ = /dist [0,ν?(υ„(·),Ρ«)] d\.

Таким образом, из (1) следует, что

f liminfgnd\ § liminf dist [0, Φ (υ„, ρη)].
η η

Далее из /wc/μ > 0 следует, что

λ{ω€Ω |\φ0(ω)) > 0} > 0.

Но для любого ω £ Ω, для которого w(u0(ω)) > 0, из следствия 1 к

утверждению 3 вытекает, что £„(ω) -* °°. Следовательно, из (2)
получаем

dist [0,Φ(υ„, ρη)] -+ оо.

Утверждение 4 дает

Ф0«, Рп) = οοηνΦ(μ„, рп) = ςοηνΦ(5„, рп)у

откуда вытекает доказываемое свойство.

Задачи

Задача 1 (средний спрос потребительского сектора,
преобразованного в выпуклый). Пусть « "►* есть отображение из 3*то в ^тс

со

определенное в задаче 7.1.1.
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Установить следующий результат. Пусть s: (А, А, ^^^0 X R есть

неатомический потребительский сектор. Тогда отображение s: (А, А, ν)-+
~* ^ίιο * R» определяемое как i(tf): = (£$(<,), и>5(„)), является потре-

со

бительским сектором и для любого вектора цен ρ Ε R; выполняется

равенство

Ф($,р) = Φ(ί,ρ).

Задача 2. Установить следующий результат. Пусть s: (А,Л,\\) -+

""* i'wmo X R+ есть выпую1ый потребительский сектор.
Тогда для любого вектора цен pER1
ΦΟ,ρ) = conv/</>(·, /;)ί/μ,

где μ
=
ν ο ί"1 и множество Φ(ί, ρ) является замкнутым и выпуклым.

Указание. Показать, что множество conv φ(Χ, >, н\ p) замкнуто, а

затем применить теорему 5, D.II.4.

Задача 3. Установить следующий результат.
Пусть μη (η = 0, 1,...) -

распределение по предпочтениям
- богатству

на 3* X R, а рп (п
= 0, 1,.. . ) -векторы цен из R7.

Предположим, что :

(а) последовательность (μ„) слабо сходится к μ0;

(β) существует такая непрерывная функция й: £Р X R -* R', что

fhdpn -* /йс/μ < °° и φ( ·, р„) g /г, ив0,1,...

Если z„E conv /<?(·, Ρ„)όμη.Η (ζ„, ρη) -* (ζ,ρ), το ζ G conv/£( · ,ρ)</μ.
Задача 4 (полунепрерывность снизу отображения (/?(·, /?) для

больших "типовых потребительских секторов"). Установить следующий
результат.

Пусть последовательность потребительских секторов sn: (Л„, An>vn)~*
-* ЯРх R сходится к потребительскому сектору s: (Л, Λ, у) -* SP X R,

причем | Л„ | -► оо, и supp (μ„) = supp (μ) (η = 1,...).
Тогда для любого вектора цен ρ > 0 и любого χ Ε Ф(л, ρ)

существует последовательность хп -+ χ с элементами хп Ε Ф(я„, р).
Останется ли это заключение справедливым, если фиксированный вектор цен ρ
заменить на последовательность рп-*р> О?
Указание. Использовать теорему Скорохода (D.I, (30)) и

задачу 6, D.II.4.

Задача 5 (полунепрерывность снизу среднего е-спроса). Установить

следующий результат.

Пусть sn:(An, Α η>νη) -* ^ί,ο х ^+ есть последовательность

потребительских секторов, сходящаяся к потребительскому сектору s:

(а, л, р) ^;0xr+.
Предположим, что либо все sn являются выпуклыми, либо все sn

простые и \Ап | -► °°. Пусть χ Ε Ф(я, р)9 ρ > 0 и р„ -* /?. Тогда для

любого е > 0 найдется такая последовательность (х„):

хп Ε Фе(5„, μ„): = JV(s„(·), p„)*„,

что дг„
-* х. (Множество е-спроса </>*№ у. w> Р)> как оно было

определено в задачах 11, 12.)
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Примечания к % 1,3

Если пространство с мерой (Л, Л , у), элементами которого

являются потребители, фиксировано, то полунепрерывность сверху среднего

спроса (теорема 3) известна: если пространство с мерой является простым,

то полунепрерывность сверху совокупного спроса следует непосредственно
из того же свойства индивидуального спроса; для общего пространства с

мерой полунепрерывность сверху среднего спроса Φ вытекает из

результата (D.II.4, теорема 6), полученного Ауманном (1965). Шмайдлер (1969)
доказал полунепрерывность Φ сверху для случая, когда предпочтения не

предполагаются полными.

"Эффект выпуклости" (утверждение 5) среднего спроса большого числа

участников неформально обсуждалсяФарреллом (1959).См. также работы
Ротенберга (1960), Батора (1961), Купманса (1961) и Фаррелла (1961).

Первое строгое изложение этой проблемы, показавшее важность

теоремы Шелли - Фолкмана, принадлежит Старру (1969); см. также книгу

Эрроу и Хана (1971).

ГЛАВА 2

ОБМЕН

§ 2.1. с-ядро и равновесие по Вальрасу

Введение. В этой главе мы изучим простую форму экономической

деятельности - обмен товаров. Будем рассматривать множество

индивидуумов, каждый из которых описывается своим множеством

потребления, отношением предпочтений и первоначальными ресурсами, т.е.

элементом пространства характеристик участников SP X R7.
Экономика обмена в этом случае определяется заданием отображения

конечного множества А (множества участников экономики) в

пространстве 9*Х R7 (характеристик участников). По соображениям, которые
станут ясными далее, мы будем рассматривать также и бесконечные

множества участников Я. Разумеется, в этом случае "совокупный
первоначальный ресурс" оказывается бесконечно большим. Чтобы преодолеть

возникающие при этом трудности, мы заменим понятие "совокупность
первоначального ресурса" на понятие "среднее первоначального ресурса".

Результатом любого обмена является перераспределение
первоначального ресурса. Экономический анализ обмена, как он здесь представлен,
заключается в конкретизации некоторого класса перераспределений как

возможных результатов обмена. Фактический процесс, в результате

которого осуществляется перераспределение, в явном виде не

рассматривается. Будут анализироваться две концепции равновесия: кооперативная
концепция - с-ядро, и некооперативная

- равновесие по Вальрасу.
Сначала рассмотрим кооперативную концепцию, в соответствии с

которой с-ядро экономики обмена состоит из тех перераспределений
совокупного первоначального ресурса, каждое из которых ни одна из групп
не в состоянии "улучшить". Под этим понимается следующее. Группа
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участников можетулучшить перераспределение, если эта группа, используя

находящиеся в ее распоряжении первоначальные ресурсы, может сделать

каждого своего члена богаче независимо от действий участников, не

входящих в эту группу.

Обратимся теперь к некооперативной концепции — равновесию по

Вальрасу. Это равновесие состоит из таких перераспределений совокупных

первоначальных ресурсов и вектора цен, что ни один индивидуальный
участник, действуя самостоятельно, не сможет в условиях этих цен

улучшить свое положение. Когда говорят о действии некоторого вектора цен,

имеют в виду, что каждый участник рассматривает этот вектор цен как

заданный (выходящий за пределы его влияния) и что существует "рынок",
на котором участники экономики могут продавать и покупать любые

количества любого товара по этим ценам.

Будет показано, что любое равновесие по Вальрасу принадлежит с-ядру
(утверждение 1). Для того чтобы исследовать обратное включение,

необходимо придать точное значение традиционному экономическому понятию

"чистая конкуренция", т.е. экономике, в которой влияние каждого

индивидуального участника пренебрежимо мало. Другими словами, речь идет

о множестве участников, каждый из которых не может повлиять на

результат коллективной деятельности, но некоторые их коалиции могут

влиять на этот результат. Логически это приводит к "неатомической"

экономике, называемой также экономикой с "континуумом участников".
Существенным результатом этого параграфа (теорема 1) является

совпадение с-ядра и множества равновесных по Вальрасу распределений
для такой "неатомической" экономики.

Для лучшего понимания идеи неатомической экономики покажем,

что эту экономику можно рассматривать как "предел"
последовательности конечных экономик (утверждение 2). Тот факт, что неатомическую

экономику можно рассматривать как предел, играет важную роль на

протяжении этой книги.

Экономики обмена. При изучении чистого обмена каждый участник
экономики понимается как точка в пространстве характеристик агентов

3* X R7. Чтобы упростить изложение, в этой главе будем часто

предполагать, что потребительское множества -X совпадает с положительным

ортантом R+ и что вектор первоначальных ресурсов е > 0.

Сформулируем теперь общее определение экономики обмена. Его

обоснование и интерпретация приводятся ниже.

Определение 1. Экономикой обмена £ называется такое

измеримое отображение пространства с мерой (А, Л , ν) ъ пространство

характеристик участников fPX R7, что-средний первоначальный ресурс

feo&dv является конечным*).

Дележом для экономики обмена & называется такая интегрируемая

функция f из А в R7, что почти всюду в А вектор потребления f(a)
принадлежит потребительскому множеству участника а.

*)е обозначает исходный вектор первоначальных ресурсов, а е -

проекцию Jpx R^
на R*.
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Дележ / для £ называется достижимым или состоянием

экономики &, если

ffdv = /eo а^.

Экономика обмена называется:

простой, если пространство с мерой {А, Л , ν) является простым, т.е.

А - конечное множество, Л — множество всех подмножеств множест-

в*Аи1>(Е)=\Е\1\А\, ЕСА*);
неатомической, если пространство с мерой (А, Л , ν) является

неатомическим, т.е. для каждого Ε Sjt такого что ν{Ε) >Ό, существует S С Ε

такое, что

S еЛ, 0 < v(S) < v(E)\

выпуклой, если почти все участники каждого атома пространства с мерой
{А, Л, ν) имеют выпуклые предпочтения.
Обозначения. Набор, состоящий из потребительского множества,

отношения предпочтения и первоначального ресурса участника а из А,

обозначается £ (μ) = (Х(&(а)), >&(а>, е(£(а))). Если ясно, какое

именно отображение £ рассматривается, то будем сокращенно писать (Х(а),
vet е(а)) или Даже просто (Ха, >а, еа). Подмножества множества Л
принадлежащие Λ, называются также коалициями. Распределение на &, т.е.

мера ν о &"1 на !РХ R1, называется распределением по предпочтениям —

расурсам экономики & - и обозначается μ& или просто μ.
Значение и интерпретация понятий "простая экономика обмена" и

"дележ для простой экономики" очевидны и не нуждаются в пояснениях.

Если/ есть дележ для простой экономики £, то f(a) —

вектор товаров,

предназначенный участнику а, а интеграл fed ν = (1/\А |) Σ еа
- сред-

а е а

ний первоначальный ресурс экономики &. Особо подчеркнем, что ffdv
Ε

не означает вектора товаров, предназначенного для коалиции Е,

поскольку если & -

простая экономика, то ffdv = (1/\А |)Σ/.
Ε Ε

Понятие "неатомическая экономика обмена" фактически является

совершенно абстрактным. Интерпретация в данном случае опирается на

аналогию с простой экономикой. Ключ к строгой интерпретации дает

утверждение 2 в конце этого параграфа. Как и в случае простой
экономики, f(a) означает вектор товаров, предназначенный участнику а. Число

ν (Е) интерпретируется как доля участников, принадлежащих коалиции Е,
от общего их числа. Интеграл fedv представляет собой средний
первоначальный ресурс экономики &; σ-алгебра Λ коалиций вводится по

чисто техническим (связанным с теорией меры) соображениям. Как и в

случае простой экономики, априорные ограничения на возможные

коалиции не накладываются. Поскольку в неатомическом пространстве с мерой
(Α, Λ, ν) множество А должно быть бесконечным и притом несчетным,
мы будем говорить о континууме участников экономики. Результаты
этой главы полностью оправдывают рассмотрение неатомической
экономики обмена в качестве адекватной математической модели традицион-

*) В этом случае мы для краткости пишем &: А -* &> X R*.
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ного экономического понятия "чистая конкуренция". Иными словами,
это — множество участников экономики, каждый из которых не в

состоянии повлиять на результат коллективных действий; некоторые коалиции

могут оказать влияние на этот результат. Последнее из понятий,
фактически так же абстрактно, как и первое, которое, однако, имеет решающее

преимущество строгого математического определения.

"Выпуклая экономика" была определена для удобства ссылок на

неатомическую, или простую, экономику с выпуклыми предпочтениями.
С формальной точки зрения можно также рассматривать пространство
с мерой (А, Л , ν), состоящее из атомов и неатомической части. В

терминах ранее изложенной интерпретации атом можно рассматривать как

"торговый синдикат", т.е. неделимую группу участников: либо все ее

члены вступают в коалицию, либо ни один из них. Заметим, однако, что

отображение &, как и любой дележ /, должно быть на атоме

уравнительным. Это означает, что все составляющие атом участники должны иметь

одинаковые характеристики и получать одинаковый набор товаров при
дележе - случай настолько специфический, что интерпретация атомов

как синдикатов не имеет большого экономического значения.

Альтернативный подход состоит в том, что атом рассматривается как "большой"

участник. В рамках рассматриваемой модели эпитет "большой" может

означать лишь "большую" величину первоначального ресурса. Таким

образом, атомом являлся бы участник, первоначальный ресурс которого
был бы бесконечно больше первоначального запаса любого участника из

неатомической части экономики. В этом случае мера v(S) приобретает
другую интерпретацию. Первоначально она выражала относительное число

участников в коалиции 5, теперь же она выражает нечто подобное
относительной величине первоначального ресурса коалиции S. Кроме того,

новую интерпретацию должны получить также дележ f(a) и

предпочтение >а. Окончательный результат далеко не очевиден.

Не вызывает сомнений, что достаточно последовательная

интерпретация модели с "большими" и "малыми" торговцами возможна. Однако
в модели чистого обмена, в которой производства нет, все товары должны

быть потреблены, а накопление отсутствует, экономическое содержание

такой интерпретации проглядывается с трудом. Поэтому мы воздержимся
от дальнейшего рассмотрения этой проблемы.

с-ядро. Очевидно, что экономика не находится в равновесном состоянии,
если некоторый ее участник или какая-то их группа могли бы осуществить

в сложившихся обстоятельствах решение и достичь положения, более

выгодного для всех членов этой группы, чем имеющееся состояние.

Лежащее здесь в основе понятие равновесия опирается на поведенческое

предположение о том, что участники экономики стремятся. улучшать свое

положение и что для достижения более предпочтительной ситуации они

склонны к объединению. Такое понимание равновесия приводит к

фундаментальной концепции с-ядра экономики. В экономике обмена коалиция

участников может улучшить перераспределение ресурса, если эта коалиция,

используя собственные первоначальные ресурсы, может сделать каждого

своего члена богаче. Ядро экономики обмена определяется как множество

всех перераспределений, которые не может улучшить ни одна коалиция.

Формально это выражается в следующем определении.
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Определение 2. Пусть / - дележ для экономики

&: (А, Л, ν) -* З5 X R'.

Коалиция S Ε Λ может улучшить дележ/, если существует такой дележ g

для δ,что:

(I) #(я) >α /β почти везде в S;

(II) v(S)>0 и /*Ж> = /α/ι/.
s s

Множество всех достижимых дележей для экономики £, которые не

может улучшить ни одна коалиция из А, называется с-ядром экономики

и обозначается С (£).
Смысл понятий "улучшение" и "с-ядро" для простых экономик

очевиден. В рамках развиваемого здесь подхода исключаются любые побочные

воздействия в потреблении (т.е. предпочтения не зависят от потребления
других потребителей); уровень полезности членов любой коалиции не

зависит от действий, предпринимаемых участниками, не входящими в эту

коалицию, с-ядро несет информацию о том, что коалиции способны или

не способны сделать для себя, а не то, что они способны или не способны

сделать для своих конкурентов. Поэтому мы, в частности, пользуемся

термином "улучшение", а не "блокировка", который также использовался в

литературе, но был отвергнут как противоречащий интуиции и

приводящий к дезориентации*^.
Ни одной группе участников априори не запрещается сформироваться

в коалицию. Действительно, в соответствии с нашим определением простой
экономики множество коалиций должно совпадать с семейством всех

подмножеств множества участников. Если экономика не является простой,
то σ-алгебра Л, как уже говорилось, вводится по чисто техническим

соображениям. Концептуально Л следует рассматривать как множество

всех подмножеств.

Очевидно, в определении с-ядра можно было бы потребовать
принадлежности коалиций некоторому априори заданному подклассу $ ,

содержащемуся в Л. Атомы пространства с мерой (А, *& , ν) в этом случае имели

бы очевидную интерпретацию. Однако общие и экономически

содержательные результаты получены к настоящему времени только для

экстремальных вариантов задания % как семейства всех непустых подмножеств

(с-ядро) и как единственной коалиции, совпадающей с множеством всех

участников (эффективные по Парето состояния) **).
Ограничиваясь рассмотрением дележей из с-ядра, мы тем самым неявно

предполагаем, что необходимая для образования коалиций информация
в принципе может быть получена и что эти "информация и связь"

являются бесплатными. Очевидно, такое предположение довольно далеко от

действительности. Но разве может быть премлемой теория, допускающая
в качестве возможных результатов такие состояния экономики, которые,
если информация станет доступной, окажутся нереализуемыми?

*>См. Шспли (1972b).
**) Некоторые результаты известны и для неатомической экономики: см.

задачи 2 и 3.
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До тех пор, пока "связь и информация" не введены в экономический

анализ явным образом, мы не видим способа, как можно было бы учесть
связанные с ними ограничения.

Равновесие по Вальрасу. Теперь мы введем существенно иное понятие

"равновесие". Предположим, что каждый товар h имеет цену ph (т.е. что

ph/pk является количеством товара к, которое обменивается на единицу

товара /г). Предположим далее, что каждый участник экономики

принимает эти цены как заданные. Тогда участник а с характеристиками

№ι» >α» еа) рассматривает только те векторы товаров, которые
принадлежат его бюджетному множеству {* Ε Ха\рх йреа), и выбирает из

этого множества наиболее желательный вектор. Если все принятые таким

образом индивидуальные решения —

децентрализованно посредством
системы цен ρ

—

порождают ситуацию, когда совокупный спрос равен

совокупному предложению, то состояние экономики называется

равновесием по Вальрасу. Эта концепция равновесия основьюается на

поведенческом предположении о том, что участники экономики рассматривают эту

систему цен как заданную и принимают свои решения независимо друг
от друга. Единственной связью между индивидуальными решениями

является система цен. Формально это выражается следующим

определением.

Определение 3. Дележ / для экономики £ и вектор цен ρ £ R'

называются равновесиемНо Вальрасу для &, если:

(1)/(д) Εφ(Χα9 >-а, реаур)

почти везде в А, т.е. f(a) является максимальным элементом для

отношения >а в бюджетном множестве {х Ε Ха \рх < реа) ;

(II) ffdv = fedv, т.е. средний спрос равен среднему предложению.

Дележ / для экономики & называется дележом Вальраса, если

существует такой вектор цен ρ Ε R7, что (/, ρ) является равновесием по

Вальрасу.
Множество всех дележей Вальраса для экономики £ обозначается W(£).
Вектор цен ρ Ε R7 называется вектором равновесных цен для

экономики £ , если существует такой дележ / для £, что (/, р) является

равновесием по Вальрасу.
Множество всех нормированных систем цен равновесия (т.е. таких,

для которых \р | = 1) для экономики £ обозначается П(£).
Пример (ящик Эджворта). Рис. 2.1, на котором изображен "ящик

Эджворта", показывает достижимые дележи для случая двух товаров и

двух участников. Потребительское множество каждого участника

представляет собой положительный ортант. Вектор совокупных
первоначальных ресурсов здесь (xl у) = Έ, е > 0. Поэтому, очевидно, любая точка

(х, у) из "ящика", т.е. {(х, у) Ε R2 | (0, 0) £ (х,у) < (х,у)}, может быть

интерпретирована как распределение совокупного первоначального

ресурса; действительно, первый участник получает (х, у), а второй (х - х,

у~ - у). Если отношения предпочтений обоих участников принадлежат

3й*, то можно вычертить соответствующие им кривые безразличия. Сплош-

106



io,o) fco)
Рис. 2.1

ные кривые относятся к безразличиям первого участника, а штриховые
-

второго, причем начало системы координат находится в правом верхнем

углу (х, У) ящика, т.е. две точки zx и z2 на одной и той же штриховой
линии обладают тем свойством, что векторы (<Г- ζ ι) и (F- ζ2)
рассматриваются вторым участником как безразличные.

Рассмотрим приведенное на рис. 2.1 распределение первоначальных

ресурсов, при котором первый участник имеет el9 а второй (<Г- βχ) = е2.

Ясно, что первый участник может улучшить любую точку из ящика,

расположенную ниже его кривой безразличия, проходящей через el9 и что

второй участник может улучшить любую точку, которая лежит выше

(в ящике) его (штриховой) кривой безразличия, проходящей через ех.
Таким образом, мы получаем "заштрихованную линзу". Очевидно, в этой

заштрихованной линзе существуют точки, которые могут улучшить оба

участника, если будут действовать сообща.

Рассмотрим произвольную точку ζ на рис. 2.1. Коалиция из двух
участников не может улучшить точку ζ, если множество точек, расположенных

выше кривой безразличия первого участника, проходящей через ζ, и

множество точек, расположенных ниже кривой безразличия второго
участника, проходящей через ζ, не пересекаются. Геометрическое место точек,

обладающих этим свойством (называемых эффективными
распределениями по Парето), образует на рис. 2.1 линию, идущую из (0, 0) в (х,у)·

Таким образом, с-ядро представляет собой пересечение этой линии с

заштрихованной линзой.
Наконец, равновесием по Вальрасу является такая точка ζ ящика, что

прямая, проходящая через ei иг, отделяет множество точек,

расположенных выше кривой безразличия первого участника, проходящей через ζ,
от множества точек, расположенных ниже кривой безразличия второго
участника, проходящей через ζ.

Ящики Эджворта, изображенные на рис. 2.2 и 2.3, показывают, что

точек равновесия по Вальрасу может быть бесконечно много, а может и

не быть вовсе.

При каких условиях оправдывается поведенческое предположение о

том, что участники экономики приспосабливаются к действующей систе-
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VKJ) P£)

(W) \C(8)\-f, W(S)-4> fcO)
Рис. 2.3

ме цен? Очевиден следующий ответ: если участники не в состоянии

повлиять на цены, то они воспринимают-их как заданные. Это приводит к

рассмотрению неатомической экономики. В этом случае правомерно спросить,
какие черты выделяют вальрасовский дележ среди всех тех дележей,

которые не могут быть улучшены. Мы покажем, что таких черт нет. Любой

дележ, не являющийся вальрасовским, может быть улучшен. Иными

словами, вальрасовские дележи, и только они, принадлежат с-ядру, т.е.

W(&) =C(&). Одно из включений, составляющих это равенство, тривиально.

Утверждение 1. Для любой экономики обмена £

W(4)CC(4).

Доказательство. Пусть /€W(£), но /фС(&). Тогда
существуют такие коалиции S G Л, v(S) > 0 и дележ g, что

(I) g(a) >a f(a) почти везде в S\

(II) fgdv= fedv.
s s
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Из (I) и определения вальрасовского дележа получаем ρ · е{а) <

< р- g(a) почти всюду в 5, где ρ обозначает равновесный вектор р,

соответствующий /. Поэтому ρ fedv < ρ fgdv, что противоречит (II), и

s s

утверждение доказано.

Очевидно, что в случае малой экономики участники экономики не

имеют причин рассматривать цены как заданные, поскольку своими

действиями они могут на них влиять. Именно поэтому Эджворт ввел в 1881 г.

понятие "кривая контрактов" (которая в случае двух участников и двух

товаров совпадает с с-ядром) с целью описания возможных

распределений в экономической ситуации, когда число участников не гарантирует
выполнения предположения о приспособлении к ценам. Однако если

влияние любого отдельного участника в экономике £ пренебрежимо мало,

Ш е(а) (090)
Рис. 2.4

то можно ожидать, что любой дележ, отличающийся от равновесного,
может быть улучшен.

Эта ситуация оказывается особенно простой для неатомической

экономики.

Теорема 1. Пусть &: (А, Л, v) -* #>mo X R + -неатомическая

экономика, для которой fedv > 0. Тогда

W(£) = C(£).

Доказательство*), Мы должны показать, что из / £ С (£)
следует /GW(fi). Рассмотрим (рис. 2.4) для каждого участника a GА множества

<a(f):=\xeX(a)\x >af(a)}>

Ф(А) : = I <a(f)-e(a)\ U ΙΟΙ

Поскольку пространство с мерой (А,Л, ν) является неатомическим,из

теоремы 3, D.II.4 следует, что интеграл ftydv является выпуклым

подмножеством в R*. Очевидно, ίχάνΦφ, так как OG/ψΛ. Мы

утверждаем теперь, что ίψάνΠΚί = {0{. Предположим, что, напротив,
существует интегрируемая функция h G «С ψ, для которой fhdv < 0. Тогда

*) Доказательство, не использующее понятие "интеграл от соответствия", см. в

задаче 9.
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коалиция S = {a GA\ h(a) Ф0\ может улучшить дележ/, заменив его

дележом g:

fhdv

v(S)

Действительно, v(S) >0, g(a) *af(a) для любого aSS и Jgdv = fedv.
s &

Следовательно, (СП, (11)) существует гиперплоскость, разделяющая
выпуклые множества ίφάν и Rf, т.е. существует такой вектор ρ G R7,
ρ > О, что

Ой ρζ для любого zEf\pdv. (1)

График соответствия φ измерим, В самом деле, множество

G:*\(X,>,x.y)e9moXRl+XRl+\x> у]

является борелевским в ^то X R^X R+ (§ 1.2, следствие 2, теоремы 1

hD.I, (1)). График соответствия а *+Ф(а)\\0\, т.е.множество

\(а,х)еАХК'\х + е(а) >а f{a)\y

совпадает с й"1 (G), где й — отображение из А X Rz в А X R7 X R',
определенное как

h(a,x): = (Xa, >а, х + ф),/(а)).

Ясно, что отображение й измеримо (D.I, (5)), и, следовательно, график
соответствия φ является измеримым.

Отсюда следует (D.II.4, утверждение 6), что

inf pz = / inf pxdv.

Следовательно, из (1) получаем

О й finfpxdv.

Поскольку по определению множество ф(а) содержит 0, очевидно, что

infрф(а) й 0. Из этого следует, что почти везде в А должно быть

ίη{ρφ(α) = 0. Таким образом, мы показали, что

почти везде в А ре(а) й рх ддя любого χ >а f(a). (2)

Из (2) следует, что почти везде в А имеет место ρ · е{а) =р · f(a).
Действительно, сначала из (2) можно получить, что ρ

· е(а) й Ρ · f(a) почти

везде в А. Далее, если ре (а) < pf(a) для имеющего положительную меру

множества участников, то получим неравенство

ρfedv < pffdv,

которое противоречит тому, что fedv = ffdv. Поскольку по

предположению fedv > 0 и ρ > 0, обязательно должно быть

v{aeA\pe(a)>0}>0.

Но для любого участника а с положительным доходом, т.е. для которого

ре (а) > 0, свойство (2) дает, что f{a) G (φ >α, ρ - ea(a)f p).
Действительно, если χ £ R+, рх < ре (а), то из (2) следует, что χ Ча f(d). В случае,
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когда ре (а) > 0, любой набор χ G R + , для которого рх
=
ре (а), является

пределом такой последовательности (хп), что рхп < ρ
· е(а). Поэтому

непрерьюность отношения предпочтения >а дает χ Άα f(a). Таким

образом, f(a) является максимальным элементом в смысле отношения >а в

бюджетном множестве \x £ Rl+\px ^ pe(a)\. Вместе с монотонностью

предпочтений это приводит к неравенству ρ > 0. Поэтому f(a)
принадлежит множеству спроса φ ( >а, ре (а), р) даже в случае ре (а) = 0, так как

по свойству (2) вектор f(a) принадлежит бюджетному множеству,
равному в этом случае {0}. Это и доказывает, что (/, р) является

равновесием по Вальрасу.
Чисто конкурентные последовательности экономики. Мы уже

отмечали концептуальные трудности интерпретации неатомической

экономики. Предположение о неатомическом пространстве с мерой
вводится для построения математической модели "идеальной
экономики9', в которой ни один участник индивидуально не оказывает

абсолютно никакого влияния на результат деятельности коалиций и,

следовательно, на цены. Здравый смысл подсказьюает, что в простой
экономике со многими участниками влияние каждого отдельного участника,

при условии что он не занимает какого-либо особого положения на рынке,
окажется незначительным и будет становиться пренебрежимо малым,

если число участников неограниченно возрастает.

Сформулируем теперь это менее радакальное понятие чистой

конкуренции (разумеется, оставаясь а рамках чистого обмена).
Рассмотрим с этой целью последовательность £„: Ап -* #>Х R7

простых экономик. Какое свойство этой последовательности будет
соответствовать тому требованию, что влияние каждого участники становится

пренебрежимо малым?
Очевидно, первым условием является стремление числа участников

к бесконечности:

(I) \Ап\ -+ «о.

Далее, распределение по предпочтениям
-

первоначальным
ресурсам μ и в каждой из экономик & п

- должно быть "примерно" одним

и тем же, поскольку фактически мы собираемся говорить об одной и

той же экономике, но с возрастающим уровнем конкуренции. Формально
это выглядит так:

(II) последовательность (μ„) распределений по предпочтениям -

первоначальным ресурсам слабо сходится.

Эти два условия, однако, еще не исключают возможности для

некоторого небольшого числа участников занимать "особое рыночное

положение". Пусть, например, £„ — экономика с η участниками, из которых л— 1

имеют первоначальный ресурс (0, 1), а один обладает ресурсом (л, 0).
Все отношения предпочтения для простоты будем считать одинаковыми.

Очевидно, условия (I) и (II) здесь соблюдаются. Однако, чем больше

экономика, тем*) большим влиянием будет располагать участник с

ресурсом (л, 0). Отметим, что его относительный ресурс —(л, 0) = (1, 0)
—_—,

п

*) То есть в данном случае, чем больше число п. (Примеч. ред.)
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с ростом η не стремится к нулю. (Более детально этот пример
разбирается в задаче 6.)

Картина резко изменяется, если первым товаром обладает достаточно

большое число других участников. Например, пусть \Ап\ = 2п + 1,причем
каждый из η участников имеет первоначальный ресурс (0, 1), каждый из

других η участников - ресурс (1, 0), а один участник — первоначальный

ресурс (у/п, 0). Мы утверждаем, что участник с ресурсом (Vw, 0) не

занимает какого-либо особого положения на рынке. Условие, которое
исключает возможность для какого-либо участника занять особое положение,

формально выглядит следующим образом:
(III)'если &„ С Ап (п = 1,...) и (\Еп\ /\Ап\) -+09то для любого

товара h

jW—-о.
Σ eh о &п
Ап

Это значит, что доля суммарного первоначального ресурса в товаре h,

находящаяся в распоряжении группы Еп, стремится к 0, если доля

группы Εп в общем числе участников стремится к 0.

Для упрощения рассуждений потребуем, чтобы для любого товара h

последовательность

(1/1 Ап\) ЕеЛо£„
Ап

средних первоначальных ресурсов была сходящейся и чтобы ее предел
отличался от 0. При этом дополнительном предположении свойство (III)'
сводится к следующему:

{III)' если EndAn (и=1,...) и (|£я|/|у1я|)-*0, то

1

Ее°&„ -* о.
\Лп\ Еп

Если первоначальные ресурсы всех участников принадлежат

положительному ортанту R+, то из D. I, (42) следует, что свойство (III)"
эквивалентно следующему:

(III) /{?cfyt„-*/ec/μ, где μ = 1ίιτιμ„.
η

Очевидно, что свойство (III) следует из (II), если все векторы
первоначальных ресурсов принадлежат ограниченному множеству.

В предшествующих рассуждениях чисто конкурентная
последовательность экономик была определена свойствами (I) —(III). Однако в

большинстве случаев последовательность (&„) простых экономик

формируется из характеристик участников, принадлежащих некоторому

собственному подмножеству Τ пространства &Х R7. Например, Τ может быть

равным 5?то X R'+ или 5**0 X (0, °°)7. В таких случаях естественно

рассматривать распределение по предпочтениям
- ресурсам экономик &п

не в #Х R', а в подпространстве Τ и требовать, чтобы

последовательность распределений по предпочтениям — первоначальным ресурсам
сходилась слабо на Т. Заметим, что это является более сильным предполо-
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жением, чем требование сходимости распределений на всем пространстве
ЯР X R*. Действительно, легко доказать, что последовательность (£„) с

характеристиками из Τ сходится по распределению на Τ тогда и только тогда,

когда последовательность (&„) сходится по распределению на &Х R и

предельная мера μ сосредоточена на Т, т.е. внешняя мера μ*(Τ) множества Τ

равна единице, где

μ^<J):=mf\μ(B)\ΊCB, BeSB(9>XR1)} .

Этим мотивируется следующее определение.

Определение 4. Пусть Τ -

произвольное подмножество

множества iPXR7. Последовательность (&rt) простых экономик с

характеристиками из Τ называется чисто конкурентной на Т, если:

(I) число \Ап\ участников экономики £„ стремится к бесконечности;
(И) последовательность (μ„) распределений по предпочтениям

-

первоначальным ресурсам сходится слабо на Т;

(lll)\im }ес1цп =/*></μ;
(ΐν)/<?</μ>0.
Примеры. 1. Последовательность кратных экономик.

Пусть &: А -* &Х Появляется простой экономикой со строго

положительными первоначальными ресурсами и пусть &„: Ап -* ЯР X Ri - ее л-крат-

ное повторение экономики &, т.е. \Ап | = η \ А | и μ
=

μη (η = 1,.. .).
2. Последовательность типизированных

экономик. Пусть последовательность &„: Ап -* и** X R+ простых экономик

такова, что все распределения по предпочтениям —

ресурсам имеют один и

тот же носитель 8ΐιρρ(μη) = : Τ (η = 1,...), Σ е > 0, Αη -* °° и

1
lim · i \a e An I &„ (a) = (>, e)} | > 0 для О, e) e T.

3. По ел едовательность выборочных экономик. Пуст^ —

произвольная мера на 5^Х R+, для которой 0 < fed μ < °°. Извлечем

независимую выборку объема h из распределения μ. Она определяет простую
экономику &п с η участниками. Такая последовательность (£„)
"выборочных экономик" является чисто конкурентной (с вероятностью единица).

Большинство результатов, полученных для неатомических экономик,
можно (после соответствующей переформулировки) получить и для чисто

конкурентной последовательности. Однако при этом в значительной

степени утрачивается их элегантность. Таким образом, мы проводим различие
между "теоремами в пределе" и "предельными теоремами". Примерами
таких пар теорем могут служить теорема 1 этой главы и теорема 1 гл. 3,
а также теоремы 2 и 3 из этой главы.

Приведем, наконец, результат, который весьма естественным образом
связывает чисто конкурентную последовательность с неатомической

экономикой.

Непрерывное представление последовательности простых экономик.

Пусть (£„) — чисто конкурентная последовательность простых экономик,

причем £„: Ап -* ^Х R7. Непрерывное представление
последовательности (&„) определяется как пара из неатомической экономики £: (А, *А, ν) -+

-* З^Х R* и последовательности (а„) измеримых отображений ап: А -*АП9
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причем эти объекты обладают следующими свойствами:

(Ι)ν(α;1(5)) = (Ι5|/Μ„ I) для любого 5 С Ап, и = 1,...;

(II) &„: = &„ о ап -* & почти всюду в Л.

Таким образом, неатомическая экономика ^ и простая экономика ^
имеют одинаковые распределения μη характеристик частников, и

последовательность (е ° £„) первоначальных ресурсов сходится почти везде

и в среднем ке° &.

Непрерывное представление чисто конкурентной последовательности

является мощным аналитическим инструментом при доказательстве

асимптотических свойств множеств С(8„) и W(&„). Следующий результат
показывает, что непрерывное представление существует всегда.

Утверждение 2. Пусть Τ - борелевское подмножество SPXR1

Пусть последовательность (£„) простых экономик с характеристиками

из Τ является чисто конкурентной на Т. Тогда:

1. Существует непрерывное представление.
2. Если fn - такой дележ для экономики £,,, что последовательность (fn)

сходится по распределению, то существуют такая подпоследовательность

(^я)ие Q* Q с N, и такое непрерывное представление (£„, ап, η £ Q) этой

подпоследовательности, что последовательность (fn)neQ дележей fn: =

= fn °
<*« для экономик &„ сходятся почти всюду к дележу f для

экономики £.

Доказательство 1. Применим к последовательности μ„ -* μ

теорему Скорохода (D. I, (37)). Из нее следует существование пространства с

мерой {А, Л , ν), которое можно считать неатомическим, а также

измеримые отображения &п (п = 1, . . .) и £ из А в Т, для которых 8^ -> & почти

везде в А, а распределениями для &„ и & являются соответственно μ„ и μ,

т.е. μ„
=

ι>
° £„ι μ =

ν
° 8Γ1. Поскольку пространство с мерой (Α, Λ , ν)

является неатомическим, мы можем разбить множество &^1(/),где
t £ supp^„), на число \{аЕ Ап\&п(а) = t] | измеримых подмножеств,

каждое из которых имеет одинаковую р-меру (D. I, (15)). Каждому
такому множеству соответствует один и только один участник из множества

{аЕ Ап\&п(а) = t). Тем самым мы определим для каждого η измеримую

(ступенчатую) функцию а„, заданную на А и с множеством значений из А„.
Очевидно, отображения & и ап определяют представление для

последовательности (&„).
2. Рассмотрим совместное распределение т„ отображения

(&„,/„): Λ,-TXR'.
Последовательность (т„) является плотной, поскольку плотными являются

последовательности из ее частных распределений (D. I, (35) и (32)).
Поэтому (D. I, (31)) существует слабо сходящаяся подпоследовательность

(тм)„ед} β CN. Применим теперь к последовательности тп
► τ теоре-

nGQ

му Скорохода (D. I, (37)), Мы получим, что на ее основании существуют

такие неатомические пространства с мерой (Α, Λ , ν) и измеримые

отображения (&п,7п) (п = 1, . . .) и (&,/) из А в Т, что (&„,Λι) -* (&,/) почти
везде в А, а распределениями для (&п,/л) и (&,/) являются соответственно
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τη и т. Отображение α„ из А в Л„ конструируются так же, как в

доказательстве п. 1. Утверждение доказано.

Подчеркнем» что в утверждении 2 последовательность (£„) может быть

представлена на единичном интервале с лебеговой мерой, если множество Τ

характеристик участников принадлежит множеству типа Gs
пространства & X R+. Во всех приложениях, которые будут далее встречаться в этой

книге, это будет фактически иметь место; например, Τ
= &то X R+ или

Т= *i0 XRl
SCO

Задачи

Задача 1. Пусть £: (А, Л, v) -> S^mo X R+ является неатомической

экономикой, для которой fedv>0.
Доказать, что для достижимого дележа/^ С(&) существуют такие

коалиции S и дележу, что:

(I) g (a) >a /(e) почти везде в S;

(И)' f(g-e)dv<0.
s

Если А является полным и сепарабельным метрическим пространством,
а Л состоит из борелевских подмножеств А, то множество S можно

выбрать компактным, а дележ £
-

непрерывным на 5.

Указание. Воспользоваться доказательством теоремы 1 и показать,

что дележ, который не может быть улучшен в соответствии с (I) и (II),
является вальрасовским. Для доказательства п. 2 воспользоваться

теоремой Лузина.
Задача 2. Пусть S: (Α, Λ,ν)-+ $Рто X R+ - неатомическая

экономика. Доказать, что если дележ для & не принадлежит ядру &, то для

любого б £ (0, 1) существует коалиция 5, для которой v(S) =
e и которая

может улучшить дележ/ (Шмайдлер, 1972; Винд, 1972).
Задача 3.Пусть

является неатомической экономикой, для которой fedv>0.

Пусть далее δ: А X А -> R — такая измеримая функция, что для любого

е>0 существует счетное подмножество \ах, а2, . . .} множества А, для

которого

А= U 1аеА\б'(а,а„)йе1.

Функция δ называется функцией смежности. Например,

δ(β,β')=£/(>β,ν)+(^-^ο;

где d обозначает метрику для топологии замкнутой сходимости на 5й
Для любого е > 0 определим семейство коалиций, полагая

КЧ = еи5= U Sh где Sf еЛ,

Ле: = Бел

i = 1

δ (я, а') й е для любых at a G 5/ (/= 1,...; ё)
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Наконец, пусть С(&/*4€) означает с-ядро экономики £, в которой
улучшение разрешается только коалициям из *А€. Показать, что для любого

е >0 имеет место С(&/<А€) = W (&) (Гродал, 1972).
Задача 4 (предельная теорема Эджворта). Пусть

- простая экономика с fedv > 0. Воспользоваться теоремой 1 для

доказательства того, что / G W(£) тогда и только тогда, когда /„ £ С(&„)
(л = 1, . . .), где /„ и &„ обозначают л-кратную реплику / и &

соответственно (Дрезе, Герт, Габилвич, 1969).
Задача 5 (симметрия). Пусть

&:А^ 3>ео XRi
mo

- простая экономика, а &„ — ее л-кратная реплика.
Показать, что если / G С(&„), то f (a) = /(я') для участников а и а\

имеющих одинаковые характеристики, т.е. &п(а) = &п(а )· Что

изменится, если предположить предпочтения выпуклыми, но не строго выпуклыми?

Указание. Пусть Аап означает множество л участников

экономики &„ (число л > 1 и является фиксированным), которые имеют

характеристики &(а). Пусть для Ьй G Аап выполняется/^* ) $а f(af) для всех

а9 Е Аап . Допустить, что утверждение неверно, и показать, что

коалиция \Ьа \аеА может улучшить дележ/, заменив его дележом

*(*·):=- ,Σ /(a'), aGA
П α <Ξ Α\

(Дебре, Скарф, 1963),
Задача 6 (пример последовательности, не являющейся чисто

конкурентной). Рассмотрим последовательность (&„) экономик &„,
определяемых следующим образом: все участники имеют одно и то же отношение

предпочтений на Rj, заданное функцией полезности и(х, у) = \/$Г+ у/у.
Далее, л участников (скажем 1, . . ,

, п) имеют вектор первоначальных

ресурсов (4, 0) ,а один (скажем л + 1-й) имеет вектор первоначальных
ресурсов (0, 4л). (Последовательность не является чисто конкурентной.) В этом

случае для любой экономики существует единственное равновесие по Валь-

расу:р=(1,1),/(/) =(2,2) для/ =1 лк/(л+1) = (2л, 2л).
Показать, что дележ/„ для экономики &„, задаваемый как/„(*) = (1,1)

для ι = 1 л и/п(п + 1) = (Зл, Зл), принадлежат с-ядру для всех л.

Показать далее, что длялюбого е > 0 дележ gn для &„, определяемый как

gn (0 = (2 + е, 2 + е) для i = 1,..., л,

*я(* + 1) = (л(2-е), л (2-е));

при достаточно больших л не принадлежит с-ядру (Габшевич, 1970).
Задача 7 (с-ядро экономики, имеющей атомы). Пусть

- выпуклая экономика обмена. Показать, что если / G С(&), то

существует вектор цен рЕК19рФ0, для которого:
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(a) почти всюду в A f(a) является максимальным элементом для а-< в

множестве {χ G Ri | рх <pf (a) };
(b) ρ f(a) й ре (а) для почти всех участников в неатомической части

пространства (А, Ж, ν).
Указайие. Доказательство аналогично доказательству теоремы 1,

где было положено

ф(а):= \xeRl\x>af(a)\ -/(β),
если а принадлежит атому, и

φ (а): = [ 1 χ е Ri | χ >а f(a) \ -f(a)] U [e (a) -f(a)\,

если а принадлежит неатомической части (А, Л , ν) (Шитович, 1974).
Задача 8 (обобщение теоремы 1). Экономика

называется нередуцируемой, если для любого разбиения {S, Τ \
пространства (А, Л, у) (т.е. при 5 U Τ = A, S Π Τ = φ и 0 < ν (S) < 1) и любого

достижимого дележа/ существует такое распределение /г, что

f(e-h)dv+ ffdve fixeX(a)\x>a f(a)\dv.
τ s s

(Нередуцируемость выражает здесь идею желательности каждого товара.)
Получить следующий результат. Пусть

&:(Л, ^iO^iisXR7 *

-

нередуцируемая, неатомическая экономика, для которой fedv
принадлежит внутренности fXdv. Тогда С(£) = W (&).
Указание. Аналогично доказательству теоремы 1 показывается,

что для любого / G С(&) существует такой вектор цен ρ G R7, ρ Φ 0, что

f(a) принадлежит множеству квазиспроса φ(Χα> >α> Ре(а)> Р)·
Рассмотреть затем множество Τ = \а G A \ inf рХ(а) = ре(а)\, Воспользоваться

нередуцируемостью экономики для доказательства того, что либо v(T) = 1,
либо v(f) =0. Показать, что первая альтернатива невозможна, поскольку

fedve intfXdv.

Задача 0 (элементарное доказательство теоремы 1). Существенным
шагом при доказательстве теоремы 1 было применение теоремы
отделимости к выпуклому множеству

f(\xeRl\f(a)a<x + e(a)\U {0\)dv

для получения вектора цен со свойством (2): почти везде в А ре (а) <
рх

для любого χ >а f(a). Для этого нам понадобились два свойства интеграла
от соответствия: теорема 3 из D.II.4 (при доказательстве которой
необходима теорема Ляпунова в /-мерном пространстве) и утверждение 6 из D.IL4

(при доказательстве которого использовалась теорема о существовании

измеримого селектора).
Показать, что свойство (2) может быть получено использованием лишь

одномерной теоремы Ляпунова (доказательство которой существенно

проще, чем для общего случая / измерений). Для этого воспользоваться

следующим результатом (Ауман, 1964, лемма 4.1): существует такое
подмножество А1 С А, для которого ν (А) = 1 и 0 не является внутренней
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точкой множества

conv U \xeRl \x+e(a) >af{a)\.
а<ЕА'

Указание. Пусть N - множество векторов χ с рациональными
координатами в R7, для которого

v{aeA\x + e(a)>af(a)\ = 0.

Положим

А'=А\ U \α<ΞΑ |х+е(л) >а f{a)\ .

Если бы 0 был внутренней точкой указанного множества, то существовали
бы такие участники экономики ai9... ,ак в А', рациональные векторы
г!,..., гк в R7 и положительные рациональные числа ι/χ,..., уку для

ΚΟΚ

торых было бы г0 + е (а() >а(/(а{) и Σ Τ/'/ < 0.

Пусть
к

-г:= Σ γ,ιν, a0GA\
ί=1

Для достаточно больших α выполняется or + е(я0) > a^fiflo)- Положим

г0 = <*г, а0
= 1/(а +1), а,

= а%-/(а + 1), ι = 1,..., *.

Тогда
к к

α/>0, Σ α,.-l, Σ а>г, = 0.
/=0 /=0

Показать, что существует достаточно малое положительное число δ, для

которого можно построить такие подмножества 5,- множества \а€А' I rt +

+ <?(*,) >β,/(β/)|, что *($/)= δβ|.
Показать, используя дележ

[ri + e(a\ если α €5/,

\е(а), если a fS,
к

что коалиция S: = U S/ может улучшить дележ/ (Ауман, 1964).

Примечания κ § 2.7

Понятие общего экономического равновесия было строго определено

Леоном Вальрасом (1834-1910) в его книге "Elements" (1874). Вальрас
полностью отдавал себе отчет в наличии проблемы существования (см.
примечание к § 2.2) и неединственности равновесия (лекция 7). Он
полагал, однако, что существует тенденция к единственности равновесных цен

при большом числе товаров (последний раздел лекции 15). Вальрас четко

различал проблемы существования и устойчивости. Проблему
существования мы будем рассматривать в § 2.2. К сожалению, об устойчивости в его

книге ничего не говорится.

118



Определение 2 в этой главе характеризует некоторые состояния

экономики посредством цен. В этом определении нет ничего "конкурентного",
и даже наоборот! Поэтому мы назвали это понятие "равновесием по Валь-

расу", а не "конкурентным равновесием", как это обычно принято.
Прилагательное "конкурентный" было добавлено (Вальрас говорил просто о

"равновесии") потому, что поведенческое предположение, на котором
это понятие основано, правдоподобно именно в ситуации "совершенной
конкуренции". Однако это понятие было четко сформулировано лишь

недавно.

Стиглер (1957) заметил: "К этому понятию, столь же необходимому
и фундаментальному в структуре классической и неоклассической

экономической теории, как и любое другое, долгое время подходили со

снисходительной небрежностью, с которой подходят ко всему интуитивно

очевидному". В ограниченных рамках данной главы каждый - говорит ли он о

"неограниченной" (Курно), "свободной" (Вальрас), "чистой" (Чемберлен)
или "совершенной" (Робинсон) конкуренции — согласится с описанием

конкуренции как такой ситуации, в которой влиянием каждого отдельного

участника можно пренебречь.
Строгое определение экономики, в которой такая ситуация преобладает,

было дано Ауманом (1964), который ввел понятие "неатомическая
экономика": "Хотя писавшие об экономическом равновесии по традиции
предполагали совершенную конкуренцию, они, как это ни парадоксально,
использовали математическую модель, не удовлетворяющую этому
предположению. Действительно, влияние индивидуального участника на экономику

математически не может считаться пренебрежимым до тех пор, пока число

участников конечно ... Мы полагаем, что наиболее естественная модель

для этих целей содержит континуум участников...
"

Следует отметить, что в теории игр континуум игроков был впервые

введен Шеготи (1953,1961), а также Милнором и Шепли (1961). См., кроме
того, работы Шепли и Шапиро (1960), Дэвиса (1961) и Пелега (1963),

Ранее континуум участников уже рассматривали (правда, для
совершенно иных целей) Аллен и Боули (1935) и Хаутэккер (1955) (а также,

скорее всего, еще и другие авторы).
Фрэнсис Эджворт (1845—1926) в своей "Математической психологии"

(1881) ввел понятия "улучшение" и "с-ядро" в терминах "переговоров" и

"кривой контрактов", чтобы описать возможные результаты в экономике

обмена с двумя товарами и двумя типами участников. Он заметил, что

равновесие по Вальрасу лежит на кривой контрактов (утверждение 1) и ничто

не указывает на то, что в случае небольшого числа участников равновесие по

Вальрасу играет особую роль. Затем он сформулировал "предельную"
теорему о с-ядре, на которую в учебниках по экономике ссылаются как на

"утверждение Эджворта". с-ядро стягивается к равновесию по Вальрасу,
когда экономика становится большой. Что имел в виду Эджворт, помимо

этого, можно только догадываться.

Фундаментальный вклад Эджворта почти не привлек внимания и не

получил дальнейшего развития в течение почти 80 лет. Как указывает Шум-
петер, "имеется большая серия его [Эджворта] работ на экономические

темы, однако мощная оригинальность некоторых из них, прячущаяся за

особенностями изложения, была оценена по достоинству лишь немногими"
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(1954, с. 831). Строгое изложение важнейших разделов "Математической

психологии" с использованием современной терминологии можно найти

у Дебре и Скарфа (1972).
Заново понятие с-ядра возникло в другом виде в теории игр с трансфера-

бельной полезностью. Соответствующее определение было дано Джиллисом
и Шепли (1953). Связь между кривой контрактов Эджворта и с-ядром

игры выявил Шубик (1959), который обратил внимание на значение

"Математической психологии" Эджворта.
Важный результат этого совпадение с-ядра и множества вальра-

совских дележей для неатомической экономики (теорема 1) -

принадлежит Ауману (1964). Этим фундаментальным результатом увенчались
попытки Скарфа (1962) и Дебре (1963), которые сформулировали теоремы
эквивалентности для экономик с несчетным множеством участников.

Однако использовавшаяся ими модель едва ли была удовлетворительной.
Теорема 1 была распространена на случай более общих экономик Гиль-

денбрандом (1968, 1972). Обобщения на случай бесконечномерных
пространств товаров были получены Бьюли (1973) и Мертенсом (не
опубликовано).

В альтернативной модели, в которой первичным понятием считаются

коалиции, а не отдельные участники и в которой, следовательно, предпочтения
определяются сразу для коалиций, совпадение с-ядра с множеством

равновесий по Вальрасу было доказано Виндом (1964). Результат Винда был

обобщен Р. Корнуоллом (1969) и Рихтером (1971). Эквивалентность

модели, основанной на индивидуальных участниках (Ауман), и модели,

основанной на коалициях (Винд), была установлена Дебре (1967).
Условия, при которых с-ядро и множество равновесий по Вальрасу

совпадают, если пространства с мерой имеют атомы, были сформулированы
Габзевичем и Мертенсом (1971) иШитовичем (1974).

Идея описания "чистой конкуренции" как асимптотического свойства

последовательности экономик является старой. Эджворт, например, уже

применял последовательности кратных экономик. Общее понятие "чисто

конкурентная последовательность", приведенное в определении 4 (с
использованием слабой сходимости распределений по предпочтениям -

запасам) , и применение теоремы Скорохода для представления ее в виде

последовательности, описанной в утверждении 2, взяты из работы Гильден-
бранда (1970).

Упомянем, наконец, совершенно иной подход к доказательству
совпадения с-ядра и множества вальрасовских дележей, использующий
нестандартный анализ. Он был осуществлен Брауном и Робинсон (1974) и Ханом

(1973).

§ 2.2. Определенность равновесия

Введение. Существование равновесия по Вальрасу для простых экономик

с выпуклыми предпочтениями широко освещалось в литературе (см.
примечания к § 2.2). В этом параграфе мы исследуем существование

равновесных цен для экономики обмена, обращая особое внимание на случай,
когда выпуклость предпочтений не предполагается. Ясно, что классическое

допущение о выпуклости не может быть просто отброшено. В самом деле,
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для экономики, в которой влиянием какого-то индивидуального участника
нельзя пренебречь, выпуклость его предпочтений при доказательстве

существования равновесия существенна. Тот крайний случай, когда

экономика является неатомической, оказывается особенно простым (теорема 2).
Для неатомической экономики средний спрос оказывается выпуклым

(утверждение 4 из § 1.3), и поэтому можно использовать стандартные

теоремы о неподвижной точке. В случае простой экономики с

невыпуклыми предпочтениями множество среднего спроса может оказаться

невыпуклым. Однако предположение о большом числе участников приводит к

эффекту выпуклости среднего спроса (утверждение 5 из § 1.3). Это
позволяет доказать существование "приближенных" равновесных цен, степень

приближения которых зависит от размера экономики (теорема 3).
Результаты этого параграфа со всей очевидностью демонстрируют

важную роль, которую имеет для существования равновесия в случае

невыпуклых предпочтений число участников экономики.

Утверждение 4 и следствия из него показывают, что равновесные цены
зависят от определяющих экономику параметров непрерывно.

Обозначения .В случае, когда t: = (X, >
, е) G &Х R1 и ρ Ε Rl, будем

вместо φ(Χ,>,Ρ'β,ρ) писать <p(t,p). Соответственно этому средний

спрос экономики &: (А, Л, ν) -* &XR1 при заданном векторе цен ρ

обозначается в виде

При заданных & и ρ отображение &р: (Α,Λ, ν) -► 9>Х R:

&Р((*У =(Х&(а)> >*(β).Ρ·*&(β)),
определяет потребительский сектор. Вместе с обозначениями §1.3 мы

естественно получаем Φ (&, ρ) = Φ (δρ, ρ). Однако множества

/, φ(ί,ρ)άμ&9 J φ('9·9ρ)άμ ρ

могут оказаться различными, а совпадать будут только их выпуклые

оболочки. Наконец, если последовательность экономик (&„) сходится по

распределению к экономике &,причемρ„-+ρ, то (D.I, (38)) последовательность

потребительских секторов (&„") сходится по распределению к

потребительскому сектору &р.

Существование равновесия. Пусть & - экономика обмена. Для любого

вектора цен ρ рассмотрим средний избыточный спрос Ζ (ρ):

Z(p):=<b(&,p)-fedv.

Вектор цен ρ* является равновесием для &, если 0 € Ζ (ρ*).
Существование равновесных цен для экономики & зависит поэтому от

свойств отношения среднего избыточного спроса Ζ. Основные свойства Ζ

сформулированы в виде следующего утверждения.

Утверждение 3.Пусть

- экономика обмена, для которой fedv>0. Тогда соответствие среднего
спроса Ζ обладает следующими свойствами:
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(I) Ζ является однородным соответствием нулевой степени, т.е. для

любого вектора р>Ои\>0 имеет место Ζ (ρ) = Ζ (λ/?).
(II) (Закон Вальраса.) Для любого вектора цен р>0и ζ € Ζ (ρ) должно

быть ρζ = 0.

(III) Соответствие Ζ является компактнозначным, ограниченным снизу

и полунепрерывным сверху.

(IV) Если последовательность (рп) строго положительных векторов
цен сходится к вектору р, который не является строго положительным, то

infi Σ zh
и=1

zez(pn)}>o

для достаточно больших п.

Доказательство. Свойство (I) следует непосредственно из

определения множества Z(p). Поскольку предпочтения монотонны, должно
быть рх = р-е(а) для любого χ Ε φ (й (а), р). Отсюда, очевидно, следует
свойство (II).

Пусть ρ > 0. Тогда существует окрестность ί/точкир, состоящая из строго
положительных векторов. Применим к соответствию (а, р)»^-^ (& (а),р),
α Ε Α, ρ Ε U, утверждение 8 из D.II.4. Для фиксированного a Ε А

соответствие Ρ*+φ(&(α), ρ) замкнуто в точке ~р (§ 1.2, следствие 2
утверждения 3). Далее, существует такая интегрируемая функция И из А в R, что

Ι φ(&(α),Ρ) I й п(а) Для любого аЕА и ρ Ε U (например, h(a) = (1/tf) ·

•I e (a) | , где π = min \ph \ pEU и h = 1,..., e\). Таким образом, на

основании утверждения 8 из D.II.4 получаем, что соответствие ρ �-><£>(&, ρ)
замкнуто в точке р. Поскольку соответствие Ф(&, ·) ограничено в

окрестности ί/точки р, оно является компактнозначным и полунепрерывным

сверху в точке ~р. Отсюда,очевидно, следует свойство (III). Наконец, свойство

(IV) следует из утверждения 6, § 1.3, поскольку по предположению
предпочтения монотонны и / edv > 0. Утверждение доказано.

Следующая лемма представляет фундаментальный математический

результат для анализа экономического равновесия.
Лемма 1. Пусть Ζ - соответствие из Δ в R1, которое обладает

свойствами (II) - (IV) из утверждения 3. Тогда существует такой вектор р*>0,
что 0 Ε conv Ζ (ρ*).
Доказательство. Пусть

д„:=Ьек'+ Σ/ = 1 и ph > —, /ι = 1,...,/[, η^Ι.
Λ=1 П

Применим к соответствию /?»->convZ(ρ), действующему из А„ в R1,
теорему о неподвижной точке из C.I, (15). Все предположения из СЛ, (15)
здесь выполняются, поскольку convZ снова полунепрерывно сверху (B.III,
утверждение 6). Поэтому существуют такие векторы рпЕ Δ„ и znERl,
что:

(1) znE conv Z(pn)\

(2)pZn U0 для любого ρΕΔη(η^Ι).
Нам осталось показать, что для некоторого η должно быть zn = 0. He

умаляя общности, можно предположить, что последовательность (рп)
сходится; пусть, скажем, рп-*рЕ Δ. Мы утверждаем, что р>0. Действи-
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тельно, в противном случае из условия (IV) и свойства (I) следовало бы,
/

что Σ ζ2 >0 для достаточно больших л. Но из свойства (2) следует

неравенство Σ ζ J < 0, и мы получаем противоречие.

Наконец, из р>0 следует, что для достаточно больших η будет ζη = 0.

Действительно, пусть И таково, что ρ принадлежит внутренности Д^.По
закону Вальраса (условие (II)) ρηζη = 0. Поскольку для достаточно

больших η рп принадлежит внутренности Δ-, из свойства (2) следует, что ζη = 0.

Лемма доказана.

Теорема 2.Пусть

-

выпуклая экономика обмена, для которой fedv > 0. Тогда для

некоторого вектора цен р*>0 существует равновесие по Вальрасу (/*»Р*)·
Доказательство. Теорема 2 сразу же следует из утверждения 3

и леммы 1, поскольку средний спрос Ф(£, р*) выпуклой экономики

является выпуклым (§ 1.3, утверждение 4).
Следствие. Для любой выпуклой экономики обмена &: (А,щА, ν) -*

^?mo X R{, для которой fedv> 0, с-ядро непусто.

Замечание. Представляется уместным подчеркнуть, что лемма 1

является теоремой существования равновесных цен в терминах
соответствия избыточного спроса; этот избыточный спрос может быть выведен из

микроэкономической модели, весьма отличающейся от рассмотренной
здесь. До тех пор, пока индивидуальный "спрос" представляет собой
функцию от цен и дохода (выводится ли "спрос" из предпочтений при
бюджетном ограничении шщ как-то иначе) и обладает свойствами непрерывности,
лемма 1 (или соответствующее ее обобщение, по поводу которого см.,

например, задачу 2)' обеспечивает существование равновесных цен.

Для иллюстрации сказанного предположим в противоположность нашей

прежней точке зрения, что участники экономики выбирают свои планы

потребления из бюджетного множества случайно, например на основании

подбрасывания монеты. Тогда при заданных ценах ρ и доходе w вектор

спроса будет случайным и? например равномерно распределенным на

бюджетной гиперплоскости. Предположим также (теперь уже в согласии с

нашей прежней точкой зрения), что случайные спросы участников
экономики являются стохастически независимыми. Легко проверить, что

соответствие среднего ожидаемого спроса простой экономике, когда поведение

участников носит именно такой случайный характер, обладает всеми
свойствами, требуемыми леммой 1. Следовательно, в соответствии с усиленным
законом больших чисел, если экономика является большой, средний спрос
(являющийся случайным вектором) приближенно равен среднему

ожидаемому спросу. Поэтому можно уверенно пользоваться средним ожидаемым

спросом для определения равновесных цен, которые, согласно лемме 1,

существуют.

Промежуточный случай, когда индивидуальное поведение не

является ни "абсолютно согласованным" (если оно описывается отношением
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предпочтений), ни "абсолютно случайным", как в приведенном примере,

рассматривается в задаче 9, где вводится понятие "случайные предпочтения".
Проведенный анализ показывает, что понятие равновесных цен для

больших экономик является по отношению к индивидуальному поведению
весьма устойчивым.

Замкнутость соответствия равновесных цен П. Для произвольной
экономики обмена & обозначим символом Π (&) множество нормированных

равновесных цен, т.е. положим

II(a):=fp6R'| \р 1=1 и fedve<b(&9p)\ .

Подчеркнем, что, как правило, равновесные цены не являются

единственными. В общем случае нам известно лишь то, что для выпуклой
экономики

для которой $edv >0, множество Π (&) является непустым (теорема 2)
и зависит только от распределения по предпочтениям — первоначальным
запасам μ& (§ 1.3, утверждение 4). Покажем теперь, что множество Π (&)
является компактным и зависит от распределения μ& непрерывно.

Утверждение 4. Соответствие равновесных цен Π для каждой

выпуклой экономики обмена

для которой fedv>0, замкнуто. Это значит, что для каждой

последовательности экономик обмена (£„), для которой μη^μ и fedμn-*

->/ е άμ, выполняется

Ls(n(£„))C=n(£).

Доказательство. Пусть рп G Π (£„). Ввиду компактности Δ мы

можем предположить, что р:
= \impn. Нужно показать, что ρ Ε Π (&).

Очевидно, что рп > 0, поскольку предпочтения являются монотонными.

По предположенному мы имеем

ί*άμ„£Φ(&η,ρη)9 /ес/м„-> fedii.
Отсюда следует [§ 1.3, утверждение 6], что р>0. (В действительности
в утверждении 6 из § 1.3 предполагалось, что рп > 0; однако это было

необходимо только для того, чтобы выполнялось Ф£&п,Рп) ^0·) В силу

теоремы 3 из § 1.3 мы получим, что / е d μ £ conν Φ (£,ρ). Очевидно, что

из р> 0 и Х(а) - R
+ следует Ф(£,р) = Ф(&, р). Поскольку экономика

является выпуклой, должно иметь место [§ 1.3, утверждение 4(b)]
равенство Ф(£,р) =Ф(&,р), и, следовательно, fe ί/μ€ Φ(£,ρ), т.е. р£П(&).
Это и требовалось.

Замкнутость соответствия Π равновесных цен является довольно

слабым вариантом свойства непрерывности. Для сравнения равновесных цен,

соответствующих различным параметрам модели (т.е. различным
распределениям по предпочтениям

— ресурсам), и тем более для анализа

устойчивости равновесных цен необходимо располагать существенно более

сильным вариантом непрерывности соответствия Π. В приложении к

данной главе мы к этому вопросу еще вернемся.

124



Следующее свойство непрерывности соответствия Π сразу же следует

из утверждения 4 и теоремы 4 из B.IIL

Следствие 1. Пусть Ж означает множество распределений по

предпочтениям -

ресурсам μ на fl^o X Q, для которых f e d μ > О, где Q - ог-

со

раниченное подмножество из R+· Тогда для любого е > 0 существует такое

открытое плотное {относительно слабой сходимости) подмножество G ЕЖ,

для которого соответствие равновесных цен μ»^Π(μ) является "е-непре-
рывным" при любом распределении μΕ G, т.е. для любого μ Ε G

существует такая окрестность ί/μ этой меры, что

sup δ(Π(μ), Π(μ'))<β,
мес/м
В утверждении 4мы рассмотрим только равновесные цены. А что можно

будет сказать о множестве вальрасовских дележей W (S), если в данной
экономике изменяется распределение по предпочтениям

— доходу μ?

Прежде всего отметим трудности точной формулировки вопроса,
поскольку как дележ / для экономики &, так и дележ /' для экономики

£' являются функциями, но определенными, вообще говоря, на

различных пространствах участников экономики. Вспомним^ однако, что нас

интересуют главным образом большие экономики. Поэтому
индивидуалистическое описание дележа как варианта закрепления товаров за

отдельными участниками является, по-видимому, слишком подробным.
Существенной информацией о дележе для большого множества участников является

его распределение в пространстве товаров. Если мы примем такую точку

зрения, то адекватным понятием сходимости для дележей станет

сходимость по распределению.

Следующий результат непосредственно вытекает из утверждения 4,

поскольку в случае строго выпуклых предпочтений вальрасовский дележ

однозначно определяется равновесным вектором цен.

Следствие 2. Соответствие вальрасовского дележа W является

компактнозначным и полунепрерывным сверху по распределению для
каждой экономики обмена

δ: {Α,Λ, и) - 0>*mo χ R<,
SCO

для которой f edv > 0; т.е. для любой последовательности (£„)
экономик обмена, для которой μη -► μ и ^άμ -► /ecfyt, и любой

последовательности (/и), где fn Ε W(&„), существует подпоследовательность

( fnq ) я = ι,..., которая
сходится по распределению к дележу /GW(S).

Доказательство. Пусть (/„, рп) - равновесие по Вальрасу для
экономики £„. Из утверждения 4 следует, что существует
подпоследовательность (Pnq)q = i9.„9 Для которой рПд

=
: ρ > 0 и ρ Ε П(&). Чтобы

упростить обозначения, предположим, что исходная
последовательность (рп) сходится к р. Поскольку предполагается, что в экономике &

предпочтения строго выпуклые, то по вектору цен ρ Ε Π(&)
вальрасовский дележ / определяется как f(a) : = φ(&(α), ρ), α Ε А. Нам
остается показать, что последовательность (/„) сходится по распределению к f.
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Сначала рассмотрим случай, когда предпочтения во всех экономиках £„
являются также строго выпуклыми. Тогда

/иО) = ψ(&η(α), рп), а е Ап.

Дележ /„, т.е. мера νη
° f~l, совпадает тогда с распределением функции

ψ{ ·

у Рп) относительно меры μ„, т.е. с мерой μ„ ο φ'1 ( ·, рп). Таким
образом, мы должны показать, что последовательность (μ„ ο φ'1 ( ·, рп)) мер
на R* слабо сходится к мере μ © φ"1 ( .

9 ρ). Но это следует из D.. I, (38),
поскольку по предположенному последовательность μη слабо сходится
к μ, а последовательность (φ( ·, pw))w=i,... функций сходится

равномерно на компактных множествах к непрерывной функции φ ( ·, ρ).
Действительно, функция (ς<, е, Ρ) **φ(3, ре, р), отображающая^щ0 Х^
в R7, является непрерывной (§ 1.2, теорема 2), и, следовательно, она

равномерно непрерывна на любом компактном множестве. Из этого

следует доказываемое утверждение.

Если Предпочтения в экономиках &„ не являются строго выпуклыми,
то используется теорема Скорохода (D.I, (37)), чтобы представить
экономики &п и все вальрасовские дележи /„ как заданные на общем
пространстве с мерой. Затем доказывается, что таким образом определенная
последовательность вальрасовских дележей сходится почти всюду, откуда

следует (D.1, (30)) сходимость по распределению. Этим следствие

доказано.

Если отказаться от предположения о строгой выпуклости предпочтений,
то ситуация станет более сложной. В этом случае равновесные цены

ρ Ε Π(&) уже не будут определять равновесный дележ однозначно, и может

оказаться, что для двух (даже неатомических) экономик &ι и &2 с

одинаковым распределением μ характеристик участников множества W(&x) и

W(£2) не будут равны по распределению (см. задачу о). Поэтому нам

сначала необходимо обсудить, в какой степени распределения

характеристик участников определяют множество распределений в вальрасовских
дележах экономики &. Это множество мер на R' обозначается через
2)W(£). Очевидно, что для двух экономик &ι и &2 с одинаковым

распределением, где &i -

простая экономика, aS2- неатомическая экономика,

выполняется включение 2)W( £ ι) С 2)W(& 2) > которое, вообще говоря,
является строгим. Интересующий нас вопрос состоит, однако, в том, будут ли
две большие экономики, представленные как неатомические, иметь, по

существу, одинаковые равновесные распределения.

Утверждение 5. Пусть 8ц и &2 - две неаюмические экономики

с одним и тем же распределением μβ =

μ$ на ^m 0 X RJ.. Тогда

множества 2)W(&!) и 2)W(&2) распределений вальрасовских дележей

соответственно экономик &! и &2 имеют одинаковые замыкания относительно

слабой сходимости.

Доказательство. Мы уже знаем, что Π(£ι) = П(&2)· Пусть
ρ Ε П(&!); обозначим через W(&/, p) (i = 1, 2) множество

вальрасовских дележей для экономики &/, которое соответствует равновесным
ценам р. Таким образом,
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где φι(α ) = φ(&((α ), ρ). Для доказательства утверждения 5 достаточно

теперь показать, что

где замыкание берется относительно слабой сходимости.

Но это следует сразу же по теореме 7 из D.1I.4. Действительно, два

соответствия φι и φ2 являются интегрально ограниченными, поскольку р>0,
а композиция е ° &/ интегрируема по условию. Очевидно, что φ\ является

замкнутозначным. Отсюда в силу утверждения 1(в) из D.II.3 и

утверждения 2 из § 1.2 следует, что </?/ имеют измеримый график. Наконец, φχ и φ2

имеют одинаковые распределения. Действительно, для любого борелевско-
го множества 5 из R7 должно быть

поскольку по предположению -^ и ^2 имеют одинаковые распределения.
Следовательно, все предположения теоремы 7 из D..I1.4 выполнены, что

завершает доказательство.
Возникает вопрос о существовании таких экономик, для которых

множество 3)W(&) было бы замкнутым. Нетрудно показать (см. задачу 6),
что для этого недостаточно иметь дело с большим числом участников, т.е.

с неатомической экономикой. Необходимо также иметь достаточно много

участников с характеристиками из носителя меры μ.

Пусть μ
-

распределение характеристик участников. Сконструируем
следующим образом неатомическую экономику &μ с распределением μ,

которую будем называть стандартным представлением μ.

Неатомическое пространство (участников экономики) с мерой
задается как

А = (#>Х R7) X [0,1]

с произведением мер ν =
μ ® λ, где λ - лебегова мера на [0,1).

Отображение &μ представляет собой проекцию, т.е.

&μ{>, еЛ) = ( >. е) для любого ( >,е, Ц)е 9>Х R'X [0,1].

В этих обозначениях сформулируем следующее утверждение.

Утверждение 6. Пусть μ - произвольная мера на S*X R[, Оля

которой fed μ > 0. Тогда множество 2)W(&M) распределений вальрасовских

дележей стандартного представления £μ является замкнутым.

Доказател ьство. Возьмем /„ £ W(&M) и предположим, что

последовательность (SDfn) распределений сходится. Пусть, например,
SDfn -*δ. Нам нужно показать, что существует / £ W(&M) с

распределением®/ = δ.

Рассмотрим совместное распределение т„ отображения (&μ, fn)-
Покажем, что существует сходящаяся подпоследовательность (т„).
Согласно D.I, (31), для этого достаточно показать, что последовательность (т„)
является плотной. Заметим, что ввиду D, (32) и леммы из § 1.2
последовательность μ„ является плотной. Таким образом, согласно D.I, (35),
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плотность последовательности (т„) вытекает из плотности

последовательности ( 25 /„). Множество Π(δμ) равновесных цен является в силу

утверждения 4 замкнутым и строго положительным. Поскольку по условию

интеграл /βάμ существует, последовательность (/„) ограничена
некоторой интегрируемой функцией. Следовательно, согласно D.1, (41),
последовательность (20fn) является плотной. Поэтому, не умаляя общности,
можно предположить, что последовательность (т„) слабо сходится,

скажем тп^т. Заметим, что частными распределениями г на #>т0 X R'+ и R7+
являются соответственно μ и δ.

Применим теперь к последовательности тп
-> τ теорему Скорохода

(D.I, (37)). На основании этой теоремы существуют такие пространства

с мерой (Л, */ί, у) и измеримые отображения (&„, /„) (п
= 1, ...) и

(δ, /), действующие из Л в (&то*К) X R'+, что (&я, /«) -* (*, /)

почти везде в А; распределениями для (δ п, /„) и (δ, /) являются соот-

ветственно тп и г. Из того, что (δμ, /и) и (δ„, /п) имеют одинаковые

совместные распределения тп и /rtE Μ^δ**), следует /WGW(^„) (и = l,...).
Но из этого, а также из поточечной сходимости последовательности

(δΛ, /«) к (6, /) стандартными рассуждениями можно получить, что

/ £ \ν(δ „). Для завершения доказательства остается поэтому установить,

что существует такой дележ / для экономики δμ, для которого

совместное распределение (δμ, /) совпадает с т. Действительно, / Ε \ν(δμ) и

SDf = δ, поскольку / Ε \Υ(δ ), и совместное распределение (δ, /.) есть т.

Напомним, что частными распределениями для τ являются

соответственно μ и δ.

Таким образом, необходимо построить* измеримое отображение

стандартного представления (ЯРт 0 X R;+) X [0,1 ] в ( 3>т 0 X R\ ) X R'+ ,

распределением которого являлось бы τ и которое имело бы вид

для любых rGS^oXR7 и ξ€ [0,1].
Это отображение получается следующим образом. Пусть для меры г,

заданной на произведении (№то X R
+ ) X ^1» через δ, обозначено

(регулярное) условное вероятностное распределение (Г, £) и-ξ при заданном t.

Таким образом, bt представляет собой вероятностную меру на R+, а

отображение Г �-> δΓ(Κ) является измеримым для любого борелевского
множества F из R1 и

т(£/ХК) = /δ,(Κ)μ(Λ)
с/

для борелевских множеств U из &т 0 X R+ и V из Rz (см., например,
Лоев, 1963, § 26, 27). Каждая мера bt на R1 может быть получена как

образ лебеговой меры отображения /(f/ ·): [0, 1] -* R[. Определим
отображение (г, £) -* \t, f(t, £.)} , которое имеет распределение т. Функ-
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ции /(г, ) можно выбрать так, что функция /(·,·) окажется

измеримой. Действительно, в силу известной теоремы об изоморфизме (см.,
например, Партхасаратхи (1967), теорема 2.12) можно, не умаляя общности,

предположить, что меры 5f определены на [0, 1]. Рассмотрим тогда

функцию распределения F(t, ·) меры δ, т.е. F(t, ξ) = δΓ[0, £] *). Таким

образом, F(t, - ) является непрерывной справа функцией из [0,1 ] в [0,1 ]
для любого Г, и F( ·, £) измерима для любого |. Из этого следует,
согласно D.I, (7), что функция F( -

, ·) измерима. Поскольку функция
/(г, ·) получается из функции F(r, ·) в результате зеркального
отображения от диагонали, она тоже является измеримой. Теорема доказана.

Утверждения 5 и 6 дают основание для следующего определения
равновесного распределения по Вальрасу, формулирующего исключительно

в терминах распределений характеристик участников без указания на

множество всех участников, которое более или менее произвольно.

Для каждого вектора цен ρ £ R7 определим подмножество Ер
множества (#>XR7) XR7+:

Ер : = \(t, x)e(&X R7)X R' \χΕφ(ί,ρ)\ .

Пусть Τ С &Х Rl. В дальнейшем г всегда будет обозначать меру на

пространстве Τ X R', а ее частные распределения на Τ и R; обозначаются

соответственно μ и δ.

Определение 5. Равновесным распределением по Вальрасу для

распределения μ характеристик участников в Τ С ?Χ R' называется

мера г на Τ X R', обладающая следующими свойствами:

( I ) частным распределением на Τ является μ.;

(II) fedμ = fxdx, т.е. среднее предложение равно среднему спросу;
т r'

(III) существует такой вектор цен ρ Ε R7, μΦΟ, что т(Ер) = 1.

Множество всех равновесных распределений по Вальрасу для
распределения μ обозначается 3)\Υ(μ ).

Очевидно, что при / £ W(£), т.е. если / является вальрасовским
дележом для экономики £: (А9Щ&9 ν) -»Τ, совместное распределение
отображения (&, /) является равновесным распределением по Вальрасу для

μ
= ν ο &"1 в смысле определения 5. Наоборот, как это показано при

доказательстве утверждения 6, для каждого вальрасовского равновесного

распределения г существует такой вальрасовский дележ / для стандартного

представления &μ, что совместное распределение (£μ, /) составляет т.

Следовательно, определение вальрасовского равновесного распределения
является простой переформулировкой стандартного определения
равновесия по Вальрасу для случая больших экономик в терминах распределений.
Теорема 3. Для любого распределения μ характеристик участников

в ?то X Ъ?+>для которого $ed\x >0,существует вальрасовское равновесное

*) В отечественной литературе было бы F(t, £.) = δΓ[О, £), и эта функция была бы
непрерывной слева. Ясно, что это различие'носит чисто терминологический
характер. (Примеч. ред.)
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распределение SDVf (μ) ΦΟ. Соответствие

μ ~ 2>\Υ(μ)
обладает следующим свойством непрерывности: пусть последователь-

ность (μ„) слабо сходится к μ на SPm0 X R* , причем

Jim ^άμη = ^άμ > 0;

тогда для любой последовательности (т„), тп €3)\Υ(μ„), существует
слабо сходящаяся подпоследовательность, предел которой
принадлежит 2>W (μ).

Отметим, что это свойство непрерывности "почти равносильно"

полунепрерывности сверху относительно слабой сходимости. Единственное
различие здесь лишь в том, что в дополнение к слабой сходимости μ„ -*μ мы

требуем, чтобы выполнялось еще ^άμη -► fedμ. Очевидно, что если

ограничить все меры на компактном подмножестве Τ пространства SPmo X R
+ ,

то из полученных результатов будет следовать полунепрерывность сверху
соответствия μ >->2)W (μ) для любой меры μ, для которой /еф >0.

Доказательство. На основании теоремы 2 известно, что для

любой неатомической экономики & с распределением μ существует вальра-
совский дележ /. Следовательно, совместное распределение (&, ρ)
принадлежит 2DW( ).

Для доказательства свойства непрерывности соответствия 3)W( · )
возьмем тп £ 2)\Υ(μ„) {η = 1, ...). Доказательство проводится в два этапа:

во-первых, будет показано, что последовательность (тп) относительно

компактна, и, следовательно, в ней существует сходящаяся

подпоследовательность; во-вторых, будет показано, что предел этой

подпоследовательности принадлежит множеству 2)\Υ(μ). Оба эти этапа доказательства

оказываются совсем простыми, если множество характеристик участников

ограничить компактным подмножеством Τ пространства iPmo X R7+.
Поэтому сначала мы приведем доказательство в условиях этого дополнительного

предположения.

Любому т„ £ З)У^(Цп) соответствует строго положительный вектор
цен рп {п

= 1, ...). Кроме того, каждая предельная точка ρ

последовательности (Рп) является строго положительной. Это следует из утверждения 4

или из утверждения 6 гл. 1. Поэтому, так как Τ является компактным,

существует такое компактное множество К в пространстве товаров Rl+,
что φ(ί, рп) С К для любых η = 1, ... и t E Т. Следовательно, каждая

мера τп (η = 1,...) сосредоточена на компактном множестве ΊΧΚ. Таким

образом, согласно D.I, (30), последовательность (т„) относительно

компактна, и, не умаляя общности, можно предположить, что т„ -* г и рп -*р.

Ясно, что, согласно D, (27), частное распределение на Τ есть μ.

Поскольку

fedfr, =fx8n(dx), fedμn-»edμ9

fxb„(dx)-*fx8{dx),

будет получено равенство fedpi = fx8(dx), которое и доказывает

свойство (II).
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Чтобы доказать соблюдение свойства (III), рассмотрим соответствие

Ρ н> Ej:= Κί,χ)ΕΎΧΚι\χ<Ξφ(ί,ρ)\.

Из теоремы 2 гл. 1 следует, что это соответствие является компактнознач-

ным и йолунепрерывным сверху при любом ρ > 0. Пусть Вя означает

множество точек из Τ X R7, расстояние от которых до компактного множест-

ва Ер не превосходит l/q. Поскольку соответствие Ε, . является иолу-
т

непрерывным сверху, для достаточно больших η мы имеем Ер С Bq.
По определению тп должно быть тп(Ерп) - 1, откуда очевидно, что

т„{Вя) = 1.Согласно D.I, (26),

т{Вя) Ϊ liminf тп(ВяХ
η

так что т(Вя) = 1. Наконец, из U Вя =

/Гр получаем равенство
я = ι

τ
τ {Ερ) = 1, которое и доказывает свойство (III) из определения 5.

Проведем теперь доказательство для общего случая. Сначала покажем,
что последовательность (т„) является плотной. Для этого, согласно D, (35),
достаточно показать, что плотными являются последовательности (μ„) и

(δ„), составленные из частных распределений для (т„).
Последовательность (μ„) является плогной согласно D, (32) и лемме из § 1.2. Таким

образом, для любого е = 0 существует такое компактное множество Τ

пространства &то X R1, что

μ„(Τ) έ 1-6 для любого // = 1,...

Поэтому в свою очередь существует такое компактное множество К

из R7, что φ(ΐ, рп) С К для любого η = 1,... и t E Т. Теперь оказывается

δ„(*) = r„{(#moXR')XK} >т„(Т X R7) = μ„(Τ) £ 1 -е.

Таким образом, здесь показано, что для любого е > 0 существует такое

компактное множество А', что δ„ (К) = 1 - е для всех /?, и это

доказывает, что последовательность (δ„) действительно является плотной.

Поскольку последовательность (т„) плотная, согласно D, (31), существует
сходящаяся подпоследовательность, скажем τη -* г ир„-> р. Покажем,

что т(£р) = 1.

Для любого е = 0 найдется такое компактное множество Τ С flPmo X R1,
что т„(Т X R') = 1 -€ для любого //. Из проведенного доказательства

для частного случая следует, что т(Ер) ^ 1 - е. Поскольку это верно для
любого 6 > 0, получаем т(Ер) = 1, что и требовалось.

Приближенные равновесные цены. Как было показано ( § 1.3,
утверждение 5), размеры сектора потребления порождают эффекты выпуклости
среднего спроса. Поэтому можно ожидать, что в большой простой
экономике существуют "приближенные" равновесные цены, и чем больше раз-
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меры экономики, тем точнее должно быть это приближение. Следующий
факт означает, что, по существу, теорема 2 применена и к простым, но

большим экономикам.

Теорема 4. Пусть последовательность (&„) простых экономик

с характеристиками из SPmo X 1*1 является чисто конкурентной на

iPmo X R^.. Тогда для любой экономики &„ существует такой вектор

цен рп > 0, что расстояние от среднего первоначального запаса до

множества среднего спроса в экономике &п становится произвольно малым для

достаточно больших и, т.е.

dlst[ Jerf/fc, Ф(£„, рп)] + 0.

Доказательство. По лемме 1 существует такой вектор цен рп > 0,

\Рп\ = 1, что

/ec/μ Ε conv<f>(&„, рп) для достаточно больших я. (1)

Не умаляя общности, можно предположить, что последовательность (рп)

сходится к р. Поскольку &п обозначает потребительский сектор,
соответствующий экономике &„ и вектору цен рп, то функция богатства wn

определена как и>„(я) :=Рп-е (&п(а))- Поскольку последовательность (&„)
сходится по распределению, а последовательность (рп) сходится к р,

Рп
из D.I, (38) следует, что последовательность (&„ ) потребительских

секторов также сходится по распределению. Поэтому можно применить

утверждение 6 из § 1.3. Следовательно, из (1) и того, что /ecfy„-*/eufyz,
получаем ρ > 0. Теперь применим утверждение 5 из § 1.3 и получим, что

для любого е > 0 и компактного множества [pf pi$ p2i ... I строго
положительных векторов цен существует такое целое jV, .что

сопуФ(£„, рп)СВе[Ф(&п,рп)) для η > N. (2)

Из (1) и (2) следует

άΜ[/β<*μ,Φ(4„, р„)] й е для η έ Ν.

Теорема доказана.

Следствие. Пусть Τ - компактное подпространство пространства
З^то Χ Κί· Тогда для любых е >0 и δ > 0 найдется такое целое Л\

что для любой простой экономики &: А -* Т, для которой \А\ έ N

и \j(\ А\ Ъе (а)) § δ, существует такой вектор цен ρ > 0, что

А

dist [/β</μ,Φ(&, μ)] ί е.

Доказательство. Если бы это следствие было неверным, то

нашлись бы такие е > 0, δ >0 и последовательность &„: Ап-+ Τ простых
экономик, что \А\ -*oos $ed\xn > δ, и при этом для любого р> 0

выполнялось бы неравенство

dist[/e^„, Ф(£„, р)] < €.

Поскольку, однако, множество Τ компактно, множество мер на Τ также
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должно быть компактным (D.I, (30)). Следовательно, мы можем считать,

что последовательность (£„) является чисто конкурентной, что

противоречит теореме 3.

"Приближенный" вектор равновесных цен в смысле теоремы 3,

очевидно, не приводит в общем случае к достижимому распределению, так как

средний избыточный спрос, хотя и мал, не обязательно равен нулю.
В чем же тогда заключается смысл "приближенных" равновесных цен?

Множество спроса φ(α,ρ) описывает векторы товаров, которые желал

бы приобрести участник а, если действуют цены р. Какие товары он

фактически получит на рынке
— это уже другой вопрос. Поэтому значение

равновесности цен р* заключается в том, что если действуют эти цены ρ*,
то существует состояние экономики, при котором все участники получают

желаемое. Следовательно, необходимо показать, что если действуют
"приближенные" равновесные цены, то существует состояние экономики,

когда желаемое получит "большинство" участников. Формально это

выглядит следующим образом.
Утверждение 7. Пусть (&„) - чисто конкурентная

последовательность экономик с характеристиками из £Рто X R^.. Для любой

экономики &п существуют такие дележи fn и вектор цен рп > 0, что:

(Ι) Σ (/и(в)-е(Ля(в))) = 0;
яел„

00 Рп fn (β) = Рп · е(&„ (а)) для участника а из &«;

(III) -у-· \{αΖΑη\ίη{α)φφ{&η(α),ρη)}\ -+ 0;
\А I

(IV) max dist [fn(a\ φ(&η{ά), ρ„)] -» 0.
α<Ξ Αη

Доказательство, В соответствии с теоремой 4 для каждого η

существуют такие дележи gn для экономики &*„ и вектор цен рп > 0, что

gn(a) G φ(&η(α),Ρη) для любого a G А,

-J- Σ (*и(*)-е(М<0)||)- 0.
1^1 аелп

Пусть

г„ := Σ (gn - е°£„).

Поскольку pnzn
= 0 и ρη >0, избыточный спрос ζ η либо нулевой (и тогда qn

оказьюается равновесием), либо имеет -как положительные, так и

отрицательные компоненты. Распределим теперь избыточный спрос zn между
участниками из Ап с целью получить дележ /„, обладающий свойствами (I)
и (IV). Идея дальнейшего рассуждения проста: если ζ„Λ > 0, то заберем это

количество товара h у некоторых участников из Л„, а затем вернем им

часть вектора \z~n\ := min(0,z„) таким образом, чтобы после этой

компенсации их векторы потребления оказались на соответствующих бюджетных
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гиперплоскостях. Если забрать малое количество, то и компенсация

должна быть маленькой. Проведем теперь это рассуждение в деталях.

Для любого товара h (1 S И = /) существует такое

подмножество Нп С Л„,что

liminf —— \{аЕНЦ \gZ(a) > δ}1 > 0,
η \Αη |

1 -.*.

(1)

О < δ <
-J $ehd\x.

Далее, можно принять, что Я„Л Π #„Л = φ для h Φ h' (и = 1, ... ). Для
любого /г существует такое подмножество Вп С #,?, что

■* 0, ——- -»· 0 (2)
\лп\

"

1д„Л|
"

h h h 1/2

(например, если \Вп \ — целое число, ближайшее к (| Я„ |, | ζ„ |) ).
Пусть

£„:= U{B5lh9 где z* > Oi.

Изменим теперь дележ gn для участников из Вп, положив

ί gn{a)% если а $ Вп;

ίη(α): =

g„(a) ~- 1А , если а € вЦ Π Я„.
|Я„Л|

Из (1) и (2) следует, что £"„ ^ 0 для достаточно больших п. Для любого

участника аЕВп имеем рп^п(а) <рпе„(а).Этм участникам будет
выделено столько товаров в определяемых вектором z~n пропорциях, чтобы они

оказались на своих бюджетных гиперплоскосГях. Так полученный вектор
обозначим через fn(a). Для а £ Вп положим fn(a) = £rt(tf ) · Легко

проверяется, что /„ обладает требуемыми свойствами (I) — (IV), и

требуемое доказано.

Задачи

Задача 1 (обобщение утверждения 3). Пусть

£: (Л,Л, v) ^9»lns X R'

- экономика обмена, для которой е (д ) £ Х(а ) почти везде в А.^
Показать, что отношение среднего избыточного квазиспроса Z,

действующее из Δ в Rz :

Z(p):= /£(&(·), p)dv
- fed»,

обладает следующими свойствами:
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(I) Ζ является однородным нулевой степени;

(II) (закон Вальраса) для любого р>0 и ζ £ Ζ (ρ) выполняется ρζ =0;

(III) соответствие^ является компактнозначным, ограниченным снизу

и полунепрерывным сверху при любом р> 0;

(1У)*если последовательность (рп) строго положительных векторов
сходится к вектору р, который не является строго положительным, и если

последовательность (z„), znG Ζ (ρη), такова, что lim z„ существует, то

найдется вектор ζ Ε Ζ (р), для которого ζ g iim zn.

Указание. Для доказательства свойства (IV)
*

воспользоваться

леммой Фату для пространства нескольких измерений (см. лемму 3 из D.II.4

и следствие 2 к утверждению 3 из § 1.2).
Задача 2 (обобщение леммы 1). Доказать следующий результат.

Пусть Ζ - отношение, действующее из Δ в R* и обладающее свойствами

(II), (III) и (IV)* из задачи 1. Тогда существуют такие векторы ρ*£Δ
hz*G convZ(p*),4TOZ*^ 0.
Указание. Как и при доказательстве леммы 1, построить

последовательности (рп) и (z„). Показать, что последовательность (z„) ограничена,
а каждая предельная точка ζ* (которая по свойству (IV)* принадлежит
множеству Ζ (limp„)) не превосходит нуля.
Задача 3 (обобщение теоремы 2). Установить следующий результат.

Пусть

£: (Α,Λ,ν)^ ^ensXR7 ·

- нередуцируемая (см. задачу 2 из § 2.2) и выпуклая экономика, для

которой е (а) Е Х(а) почти везде в А, и

fedveinffXdv.

Тогда существует равновесие по Вальрасу со свободным распоряжением,
т.е. существуют такие вектор цен ρ* Ε R7 и дележ / *, что:

(I) Sf*dv<iedv, t>*ff*dv = p*fedv;

(II) почти везде в Л /*(α)€φ(α,ρ* ).

Указание. Использовать задачи 1 и 2 для доказательства
существования р* и /*, которые обладают свойствами (I) и (II)': почти везде в А

f*(a) €φ(α, ρ*). Затем, используя нередуцируемость £ и предположение

fedv Ε inf fXdv, доказать равенство

v\aeA\mfp*X(a) = pe(a)]=0.

Задача 4. Из теоремы 2 следует, что для любой простой экономики

£: ^ #*mo XR'+,
со

для которой Σ е (а) > 0, существуют равновесные цены. Останется ли это
А

утверждение в силе, если предпочтения будут принадлежать &то и

обладать следующим свойством выпуклое и: для любого ζ G Rz+ множество

\х£ Х\х > ζ] является выпуклым?
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Задача 5 (альтернативное доказательство теоремы 2). Пусть

δ: (А, Я,»)·* #*moXR'+
— выпуклая экономика, а

к: (Λ,Λ.ιΟ- #*moXR'+
СО

обозначает "овыпукленную" экономику, определяемую как

έ(Λ):=(<β(ίι),ί?β(β))
(отношение < определено в § 1.2, задача 8). Поскольку Ф(£,р) = Ф(£, р)
(§ 1.3, задача 1), равновесные цены для £ существуют в том и только том

случае, когда существуют равновесные цены для £. Пусть μ представляет
собой распределение по предпочтениям

- ресурсам для £. Существует
такая последовательность (μ„) простых мер на З^то*^»410 ДИ~*М и

со

Sedvn'+iedjjt. Простая мера μ„ определяет простую выпуклую

экономику Ап := supp^„). Известно, что для £„ существует вектор равновесных
цен рп. Показать, что всякая предельная точка последовательности (рп)
является вектором цен равновесия для £.

Задача 6. Привести пример двух неатомических экономик £ и £',
имеющих одно и то же распределение μ характеристик участников, но для

которых вальрасовские дележи различны по распределению, т.е. 2)W(£)^
ф a)w(s').
Указание. Взять для всех участников из [0, 1 ] одно и то же не

являющееся строго выпуклым отношение предпочтений на Ri. Пусть
первоначальные ресурсы заданы как

е(0=О+г, 1+0 для /6 [0,1],

((1 + 2г, 1 +2f) для ϊ € [θ, 1/2],
е>'(0 =

l(2f, 20 для te [1/2,1]
(Каннаи, 1970)
Задача 7. Показать, что множество 2)W(£) замкнуто для любой

экономики

£: (A,a 9i>)-* #moXRz+,

для которой /е-£</!>> О и которая обладает следующим свойством:

условные вероятности ν*6 на (А, А ) существуют и являются

неатомическими, где σ-алгебра условий есть % = £ -1 { 53 ( №то X R+ ) 1.
Задача 8 (уточнение следствия к теореме 4). Пусть Τ - компактное

фдпространство пространства SPmo X R+. Установить следующий
результат. Для любого δ >0 существует такое ограниченное множество DC R',
что для любой простой экономики £: А -*Т, где (1/|Л|) Σβ ^ δ, найдется

А

такой вектор цен р> 0, что избыточный спрос Σ | φ (а, р) — е (а) | содержит-
А

ся в D (Гильденбранд, Шмайдлер, Замир, 1974).
Задача 9 (случайные предпочтения). Случайное отношение

предпочтения определяется как случайный элемент метрического пространства 9* ,
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т.е. как измеримое отображение вероятностного пространства (Ω, SF, Р)
в пространство 5й. Участник экономики со случайными предпочтениями
и случайным первоначальным ресурсом определяется измеримым
отображением а вероятностного пространства в &Х R1.

Случайная экономика представляет собой конечное семейство \<χα\α<ΞΑ
участников экономики со случайными предпочтениями и случайными
первоначальными ресурсами.

Установить следующий результат. Пусть &п = {а"} аелп
- такая

последовательность случайных экономик, что:

((*) |Л„| Н-ОО;

(β) для любого η семейство \<^а^а&Ап является стохастически

независимым;

(γ) для любых η и а £ Ап распределение α
"
концентрируется на З6mo x ^>

SCO

где К — компактное подмножество в R'+, а множество всех распределений
а" является слабо относительно компактным.

Тогда для каждой экономики &„ существует такой вектор цен рп > О,
что:

(1) ожидаемый средний избыточный спрос экономик &„ относительно рп

равен нулю, т.е. /Z (&„, рп) dP = 0;
Ω

(2) случайный средний избыточный спрос экономик £„ относительно рп

сходится по вероятности к нулю, т.е. для любого δ > 0

/4ω£Ω||Ζ(&„(ω),ρ,,)|< δΐ,,^^ΐ.

Указание.

Ζ(&η(ωΙΡη)=-— Σ (*Κα2(ω)>Ρ*)-βΚ(ω))).
\Αη\ α€ΞΑη

(1) Заменить каждого случайного участника его функцией ожидаемого

спроса и первоначальным ресурсом.

(2) Воспользоваться законом больших чисел (см., Лоев, 1963, с. 317;
Гильденбранд, 1971).-

Примечания к %2.2

Проблема существования равновесных цен для экономик обмена была

сформулирована Вальрасом (1874, лекция 7). Разумеется, он не мог

доказать существование равновесия в то время (теорема Бpayэра о

неподвижной точке была опубликована только в 1909 г.). Обычно ссылаются на

доказательство существования равновесных цен для простой выпуклой
экономики, данное Дебре в его книге "Теория стоимости". Существование
равновесных цен для выпуклой простой экономики доказывалось с

различной общностью и в рамках различных предположений Вальдом (1935,
1936), Эрроу и Дебре (1954), Мак-Кензи (1954, 1955, 1959), Гейлом
(1955), Дебре (1952, 1956, 1959, 1962, 1970), Никайдо (1956, 1968) и

Эрроу и Ханом (1971). Наиболее общее рассуждение содержится в статье

Дебре (1962).
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Для бесконечномерного пространства товаров (Z,«> с топологией Маккея

τ (Loo, Li)) существование равновесных цен для простой экономики было

установлено Бьюли (1972). Прямое доказательство (т.е. не использующее

включения W(£) С С(£)) существования распределений в с-ядре выпуклой

простой экономики было дано Скарфом (1967); см. также Шепли (1972а).

Первое доказательство существования равновесных цен для неатомических

экономик получил Ауманн (1966). Его доказательство отличается от

доказательства, приведенного в этой книге. Альтернативное доказательство, не

использующее свойство полноты предпочтений, было дано Шмайдлером (1969).
Доказательство без предположения о монотонности нредпочтений можно

найти у Гильденбранда (1970b, 1972). Существование "приближеного"
равновесия для больших экономик без предположения о выпуклости
предпочтений впервые было изучено Старром (1969); см. также Эрроу, Хан (1971).
Старр ввел в обращение важную теорему Шепли-Фолкмена [гл.С1,(6)].

Утверждение 7 основано на результатах Гильденбранда, Шмайдлера и

Замира (1974).

§ 2.3. Приложение*): конечность Π (£) и непрерывность Π

Участник экономики описывается функцией спроса и вектором
первоначальных ресурсов. Экономика обмена описывается мерой μ на SO X R+,
где 30 — метрическое пространство функций спроса. Показывается, что

для "большинства" экономик μ множество Π (μ) векторов цен равновесия

конечно и зависит от меры μ непрерывно.

Введение. В предшествующих параграфах было выяснено, при каких

условиях множество векторов равновесных цен П(£) экономики £ непусто

и зависит полунепрерывно сверху от распределения по предпочтениям
-

ресурсам. Подчеркнем, что в рамках предыдущего рассмотрения
невозможно было показать, что множество П(£) "мало" (например, конечно) и

непрерывно зависит от определяющих его параметров. Такое отсутствие

определенности, очевидно, требует проведения дальнейших исследований.

Поскольку, как показывают простые примеры, на единственность

надежды нет, лучшее, чего можно ожидать, это конечность множества П(£). В

этом случае, очевидно, желательно, чтобы соответствие Π было

непрерывным (полунепрерывным сверху и снизу) и чтобы число |П| векторов
равновесных цен было локально постоянным.

Желательные свойства Π получаются при использовании результатов

дифференциальной топологии. Чтобы показать преимущества такого

подхода, мы сосредоточимся на простом случае. В качестве исходного понятия

оказывается удобным выбрать не предпочтения, а функции спроса. Таким

образом, участник экономики будет описываться функцией спроса и

вектором первоначальных ресурсов.

Функции спроса.

Определение 6. Непрерывная функция / из S X (0, оо) в R'+,
где S: = ί ρ G R | Σρ7· = 1, ρ > 0 } обозначает симплекс положительных цен,
называется функцией спроса, если:

*)Это приложение написано Куртом Гильденбрандом.
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(Ι) ρ·/(ρ,νν)=νν для любого (p,w)ESX (О, °°);
(И) для любой сходящейся последовательности (рп, wn) из 5 X (0,°°),

предел которой принадлежит множеству*) (Δ\5) Χ (0, °°), норма* )
\f(pn, nn)\ стремится к бесконечности (желательность всех товаров).
Мы будем рассматривать дифференцируемые функции спроса. Поэтому

для нас желательно, чтобы функции спроса были определены на открытом

множестве, в связи с чем мы отождествляем симплекс положительных

цен с множеством

{рек'-1 IV Pj< i,p>oj.
Теперь можно понимать S X (0, °°) как открытое подмножество

пространства Rz, причем производная 3)f(p, w) непрерывно
дифференцируемой функции спроса / в точке (р, w) задается / X /-матрицей частных

производных, т.е. частных производных каждой из / компонент/у
функции / по переменным Рь ...,Ρ/-ι и w. Обозначим через 3) множество

всех непрерывно дифференцируемых функций спроса и определим на 2)

метрику d, положив
оо

£/(/,*):= Σ 2-"{ sup H/(p,wU(p,vv)) +

я = / (p,w)G5X [l/η,η]

+ sup b{Df(p,w),Dg(p,w))},
(ρ,νν)€Δ„Χ [1/η,η]

где δ -

произвольная метрика, порождающая обычную топологию на R/x z,
причем δ й 1, а δ - произвольная метрика, порождающая одноточечную

компактификацию пространства Rz, причем δ £ 1, и

An-jpeR'lZpyM, Ρ,·Ζ —J.
Легко показать, что последовательность (/") элементов множества D

сходится к/'€ 2) по метрике d в том и только том случае, когда
выполнены следующие три условия:

(а) /" равномерно сходится к / на компактных подмножествах

множеств а 5 X (0, °°);
(β) Dfn равномерно сходится к Df на компактных подмножествах

множества S X (0, °°);
(у) если (рп, w") - сходящаяся последовательность в S X (0, °°),

предел которой принадлежит (Δ\5) Χ (0, °°), то |/и(рл, w")| стремится к

бесконечности.

Если ^ есть транзитивное, монотонное и строго выпуклое отношение

нестрогого предпочтения, т.е. ^ Ε 3*то> то соответствие спроса ιρ(^,ρ,νν),
SCO

(pt w) G S X (0, оо), является функцией спроса. Более того, если

( 3 п) — сходящаяся последовательность элементов из ^о> пределом
SCO

которой является ^ ^З^то ,то последовательность (φ(<η, ·, ·)) функции

*) А обозначает замыкание S, т.е. Δ:=(ρ е R2| Σρ.= \,μ ^ θ}.
**

)| · I обозначает произвольную норму, присущую обычной топологии в R*.
**
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спроса сходится к функции спроса φ (^, ·,
· ) в смысле условий (а)

и (γ). Это следует из теоремы 2 и следствия 1 к утверждению 3 из § 1.2.

Пусть Г= Ж Χ [α, β]1, где JSf - компактное подмножество множества

2) и 0< α< /3 < °°, Обозначим через Μ τ множество вероятностных мер

на (Т, 39 (Г)). Мера μ из Л^ называется экономикой. Снабдим
множество Жт топологией слабой сходимости. Тогда его можно будет считать

компактным метрическим пространством (D.I, (30))..
Определим функции f и е, полагая соответственно f((/, Ο, Ρ) =

= f(P,P-e) и е(/, е)=е, где (/, е) G Т, pES. Очевидно, что функции f(.,p)
и е ограничены и непрерывны на компактном множестве Τ и поэтому

являются μ-интегрируемыми для любого μ € JiT.
Определение 7. Для экономики μ .£ JCT множество векторов

равновесных цен И (μ) определяется как

Π(μ):^ρ€5|/ί(.,ρ)^μ=/β</μ}.

Регулярные экономики.

Определение 8. Экономика μ Eji,t называется регулярной,
если она обладает следующим свойством: множество Π(μ)
является конечным и существуют окрестность U экономики μ в JC и

ΙΠ См) I :=w таких непрерывных функций gn, действующих из U в S, что

Π(μ')= ί*ι(μ'),... ,gm (μ') j для каждого μ'EU.

Теорема 5. Множество всех регулярных экономик является
открытым и плотным подмножеством eJtT.

При доказательстве этой теоремы мы будем использовать следующее

утверждение.

Утверждение 8. Для любой экономики μ € Мт множество

векторов равновесных цен Π (μ) является непустым компактным

подмножеством симплекса положительных цен 5, и соответствие П, действующее из

Μ γ в S, полунепрерывно сверху.
Доказательство. Сначала покажем, что функция среднего

избыточного спроса Ζ, отражающая JtT X S в R7 и определенная как

Ζ(μ,ρ):=/(ί(.,ρ)-β)</μ,

обладает следующими свойствами:

(1) Ζ непрерывна и ограничена снизу;

I ι ι ι ι ι J ».

ι, if *, fc t, &
Рис. 2.5. Граф соответствия П. Экономика %х регулярна; £2,..., £5 не регулярны
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(2) ρ'Ζ {μ, ρ)=0 для любых (μ, ρ) £ JCTXS (закон Вальраса);
(3) если (μ„, ρη) — сходящаяся последовательность с элементами из

JCTXS, предел которой (μ, ρ) £ JCT X (Δ\£), το lim|Z (μ„, p")| = <*>.

Поскольку функция f - е непрерывна на компактном множестве ГХ Δ„,
функция Ζ непрерывна на JCTXAn (D.I, (38)). Каждый вектор р£5
является знутренней точкой для некоторого Δ„; следовательно,

функция Ζ непрерывна на Мт XS. Мы имеем также неравенство Ζ (μ, ρ) ^
^ -fedμ ^ —(β, ..., β), т.е. функция Ζ ограничена снизу. Очевидно, что

из свойства (I) функций спроса следует (2). Наконец, из свойства (И)
функций спроса и определения множества Г следует, что

Iim{ inf \f(pn,pne)\) =~
η (f,e)GT

и это доказывает (3).
Теперь мы можем применить лемму 1 из § 2.2. Таким образом,

(4) Π (μ) Φ φ для любого μ Ε JlT .

Для доказательства того, что соответствие Π является компактнознач-

ным и полунепрерывном сверху, необходимо показать (теорема 1, В.Ш):
(5) если (μ„) — сходящаяся последовательность элементов из Jr c

пределом μ £ JCT и если рп £ Π (μ„), то существует сходящаяся

подпоследовательность (р"к) последовательности (рп), для которой limp"* £ Π(μ).
к

Поскольку (рп) содержится в компактном множестве Δ, существует
сходящаяся подпоследовательность с пределом ρ £ Δ. В силу (3) мы имеем

р£ £. Тогда из (1) следует, что р£ Π (μ).
Доказательство теоремы 5. То, что множество регулярных

экономик открыто, следует непосредственно из определения. Для
доказательства его плотности определим некоторое подмножество (R множества

JtT. Затем мы покажем, что (R содержит только регулярные экономики

и что (R плотно в Мт<
Применяя общий вариант правила Лейбница дифференцирования

интеграла, зависящего от параметра (см. конец доказательства), мы получаем

дифференцируемое™ функции Ζ (μ, ·). Производная D2Z (μ, ρ) функции
Ζ (μ, ·) в точке ρ Ε S равна fD2f (·, ρ) άμ, где D2 f ((/, e), ρ) означает

производную функции f((/, e), ·) в точке ρ £ £. Из VD.I, (38)) следует, что

D2Z (μ, ρ) непрерывно зависит от (μ, ρ) £ JtTXS. Пусть
<R : = {μ ElJCt \ D2Z (μ, ρ) имеет максимальный ранг для любого

ρ£Π(μ)Ι

Покажем теперь, что

(6) (R содержит только регулярные экономики,

Пусть μ£β и ρ£Π(μ). Существует такое /, что detD2Z (μ, ρ) Φ О,

где Ζ = {Ζχ, ..., Zj_ J, Ζ;·+ χ, ..., Ζ/). Применяя теорему о неявной

функции (см. конец доказательства), получаем, что существуют такие

окрестности Ор точки μ в Мт и Up точки ρ в S и непрерывная функция g,
отображающая Ор в £/р, что

ίρ'Ε£/ρ|Ζ(μ',ρ') = θΙ =ί#(μ')} длялюбого μ'£©ρ.
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Из (2) следует, что Π (μ') П Up = {g(v)\ для любого μ' £ Ор.
Компактное множество Π (μ) можно покрыть конечным числом множеств Up,
р£ Π (μ). Поэтому Π (μ) является конечным. Положим для
определенности Π (μ) = {ρ1, ..., pm j. Таким же способом доказьюается существование
окрестностей Opi точки μ в Л Т и Upi точек pt в S и m таких непрерыв*

ных функций g ι , отражающих Opi в ί/ρ/, что

Π(μ')Γιί/ρ/={£ρΙ·(μ')} ддялюбого μ'6 0ρ/, z=l,...,m.

Поскольку соответствие П является полунепрерывным сверху, сущест-
m w

вует такая окрестность О С Π Of точки μ в Λ^, что Π (μ') С U Ut,
i=\

μ
i=\

μ

т.е. Π (μ') = igpi (μ'),... 9gpm (μ'){ для любого μ € 0. Следовательно, μ
является регулярной экономикой.

Для завершения доказательства теоремы необходимо показать, что

множество (R является плотным в JCT. Определим подмножество

Jl'T := {μ £ J£r I supp(μ) является компактным подмножеством

множества УС Χ (α, β)'}

множества JCT. Нетрудно показать, что Jt'T плотно в JCf. Поэтому
остается доказать, что <R C\JiT плотно в Jt'T. Выберем произвольно μ EJC'T иоп-
ределим отображение FM из S X (0, °°) в R*, полагая

^μ (Р> w) := /Jf(p,p · е + νν) - *>} </μ(/, е).

Пусть ΛΛ (х€ R') обозначает отображение из 2)Х R* в 3) X R',
определяемое как hx(f, е) := (/, е + х). Мы утверждаем, что

(7) l(p,p-x)\penQjLoh-xl)\cF?{x), xe(o,~y.
Действительно, после замены переменных имеем

ляр.р·*)-*!^·*;1 (/;*) =

58 ЛЯр.р'· (*+*)-(*+*)! <W,*),

т.е.

(8) Ζ(μοϊιχ\ρ) = Ρμ(ρ,ρ.χ)-χ9 pSS, *6(0,«>)'.

Непрерьюная дифференцируемость FM доказывается точно так же, как

мы доказали существование производной Ό2Ζ(μ,ρ) и ее непрерывную
зависимость от (μ, ρ) € JCT X S.

Производная DF^ (ρ, w) функции^ в точке (ρ, νν) представляет собой
/ X /-матрицу, где первые / - 1 столбцов состоят из частных производных
по переменным (рь ... ,Ρ/_ι) и обозначаются Z>iFM(p, w), а /-и столбец

состоит из частных производных по переменнойн> иобозначаетсяХЬ/^р, w).
Из (8) следует, что

D2Z (μ о h'xx, ρ) = Я^(ρ, px) + (s, *ι_ι).

где ^ обозначает вектор-столбец (χ;· - Χ/) · D2FtJL(p, ρ χ).
Следовательно,
(9) если DFfJL (ρ,ρχ) имеет максимальный ранг /, то D2Z (μ ° Λ^1 ,/7)имеет

максимальный ранг / — 1.
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Применяя теорему Сарда (см. конец доказательства) к функции FM,
получаем существование последовательности (хп) С (О,00)7, для которой
limjc„=0 и DFpip, w) имеет максимальный ранг для любого (p, w) Ε
η

GF'1^) (n= 1, ...). Очевидно, что Ηηιμ° η~£η = μ и μ° A^G JC'T для

достаточно больших п. Из (7) и (9) следует, что Ω2Ζ(μο *i),»P) имеет

максимальный ранг для любого ρ Ε Π (μ© h~^), т.е. μ° /г"1 £ ft. Требуемое
доказано.

Правило Лейбница для дифференцирования интеграла, зависящего от

параметра (Л. Шварц, 1967, разд. IV.11, теорема 115):
Пусть Τ - компактное метрическое пространство, α μ- вероятностная

мера на (Г, 58 (Г)). Пусть, далее,<S - открытое подмножество в Rn,a И -

такая непрерывная функция из TXS в Rw, что функция А (г, ·)
дифференцируема при любом t Ε Τ, а ее производная в точке χ ES, обозначенная

D2h(t, χ), непрерывно зависит от (г, χ) Ε TXS. Тогда функция Η из S

в R", определенная как

H(pc):=fh(.,x)dn, xES,

является непрерывно дифференцируемой, и ее производная DH задается
как .

DH(x) = fD2h(-,x)dv, xES,

Теорема о неявной функции (Л. Шварц, 1967, разд. Ш.8, теорема 25):
Пусть Μ — метрическое пространство, S — открытое подмножество R"

и л - такая непрерывная функция изMXS в Rn, что частное отображение
α (μ, ·) дифференцируемо при любом μ ЕМ, а производная Ζ)2Ξ(μ,ρ)
отображения Έ (μ, ·) в точке ρ непрерывно зависит от (μ, ρ) Ε MXS. Пусть
также (μ0, p0)^MXS, причем Ξ(μ0, Ρο)=0 и detD2£(Mo, Ρο)^0.
Тогда существуют такие окрестности О точки μ.ο β Μ и U точки р0 в S и

такая непрерывная функция g, отображающая О в U, что Ξ (μ, £ (μ)) = О

для любого μ Ε О; кроме того, функция g является единственной, т.е.

||ρ€ί/|Ε(μ,ρ) = 0ΐΐ = 1 длялюбого μΕΟ.

Теорема Сарда (А. Сард, 1942). Пусть S - открытое
подмножество в Rw, a F - непрерывно дифференцируемая функция из S в R". Тогда
лебеговская мера множества точек у Ε R", для которых хотя бы для

одного χ Ε F~l (у) ранг матрицы Якоби DF (х) функции F в точке χ не

является максимальным, равняется нулю.

Примечания к § 2.3

Методы дифференциальной топологии (теорема Сарда) при анализе

равновесия впервые использовал Дебре (1970). Дебре рассматривал

пространство экономик с постоянным числом участников, функции спроса
которых фиксированы, а первоначальные ресурсы переменные. Он
показал, что множество экономик, имеющих бесконечно много состояний

равновесия, содержится в замкнутом множестве лебеговой меры нуль.

Далее, он показал, что вне этого исключительного множества каждая

экономика имеет конечное число равновесий, которые непрерывно
зависят от первоначальных ресурсов.
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Обобщения и видоизменения результатов Дебре содержатся в работах
Делбена (1971), Е. Диркера (1972), Е. Диркера и Н. Диркера (1972),

Фукса (1974), К. Гильденбранда (1972),Митягина (1972) иСмейла (1972,
1973, 1974). Обзор по этой теме можно найти у Дебре (1972) и Диркера
(1974).

ГЛАВА 3

ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ О СЯДРЕ

§ 3.1. Введение

В теореме 1 гл. 2 показано, что каждый дележ / из с-ядра неатомической

экономики обмена & можно реализовать "децентрализованным образом"
с помощью подходящего вектора цен р\ иными словами, вектор товаров

f(a), который потребляется участником а в соответствии с дележом / из

с-ядра, принадлежит множеству спроса φ(α,ρ). Таким образом, в системе

цен ρ любой другой вектор товаров, более предпочтительный для

участника я,чем f(a), будет превосходить по цене его доход ρ
· е(а).

В этой главе мы хотим показать, что в простой экономике обмена с

"достаточно большим" числом участников каждый дележ в с-ядре можно

"приближенно" с помощью подходящей системы цен реализовать

децентрализованным образом. При этом, чем больше в экономике участников, тем

эта аппроксимация будет точнее. Такое утверждение пока представляется

достаточно расплывчатым; однако с помощью уже развитых понятий ему
легко придать точный смысл.

близко по товарам близко по полезности, близко какпо

но не по стоимости полезности,таки

по стоимости
Рис. 3.1

Мы рассмотрим чисто конкурентную последовательность (&„) простых
экономик и покажем, что для каждого дележа /из с-ядра &„ существует
такой вектор цен р, что для каждого участника (теорема 2) или хотя бы

для "большинства" участников (теорема 1) вектор товаров f(a)
участника а будет сколь угодно "близок" к его множеству спроса φ (а, р) при
достаточно большом η (т.е. если экономика &„ достаточно конкурентна).

Термин "близость" в этом контексте может пониматься в нескольких

смыслах: это может быть близость в пространстве товаров Rz, близость
по стоимости в ценах ρ либо же, наконец, близость по полезности по отно-
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щению к данной функции полезности. Эти понятия близости

иллюстрируются на рис. 3.1.

Очевидно, близость в пространстве товаров является наиболее сильным

и наиболее желательным понятием близости дележа f{a) к множеству

спроса φ{α, ρ). Однако в ходе доказательства предельной теоремы в

терминах этого понятия близости встречается принципиальное затруднение,

состоящее в том, что если дан вектор цен р, то множество спроса

φ(>,ρ
·

е, р) не является, вообще говоря, полунепрерывным снизу по

аргументам ( >, е ) G S* X Rz. Как мы увидим далее, существует несколько

более или менее искусственных способов преодолеть отсутствие этой непре:

рывности. Пока же мы хотим избежать этого чисто формального момента

и сконцентрировать свое внимание на существе дела. Поэтому в первой
части этой главы мы будем предполагать, что предпочтения являются

строго выпуклыми. В этом случае для простой, но "большой" экономики

теорема 1 вместе с ее следствиями, а также теорема 2 дают

удовлетворительное представление о связи между с-ядром и множеством вальрасовских

дележей.
В конце этой главы мы обсудим те трудности, которые возникают при

попытке опустить предположение о строгой выпуклости предпочтений,
и установим предельную теорему, аналогичную теореме 1.

§ 3.2. Предельные теоремы для случая
строго выпуклых предпочтений

В этом параграфе мы будем рассматривать чисто конкурентную
последовательность (&„) простых экономик, участники которых обладают

характеристиками из множества Т\ предполагается, что ТС &*mQX R+. Иначе
SCO

говоря, если μ„ обозначает меру на Г в экономике £„, то

последовательность (μ„) слабо сходится к мере μ на Т, средние ресурсы сходятся, т.е.

/ е άμη -* fedμ, и, наконец, предполагается, что fedμ > 0.

Пусть £: (А, Л, ν) -* Τ — некоторая экономика с мерой μ на

пространстве предпочтений - ресурсов. Тогда, как уже известно, множество Π (£)
равновесных цен непусто (см. гл. 2, теорема 2) и зависит только от меры μ

(см. гл. 1, утверждение 4). Поэтому вместо П(&) мы будем писать Π(μ).
Следующий результат показывает, что если η достаточно .велико, то

равновесные цены "предельной экономики", определяемые предельной
мерой μ, приближенно децентрализуют дележи из <"-ядра &„.
Теорема 1. Пусть последовательность (£„) простых экономик

аи: Ап-+ 9>*mn XRi"
mo .

SCO .

является чисто конкурентной на &* XR;. Тогда:

SCO

(I) для любых е > 0 и η > 0 существует такое целое число И, что для
каждого п>п и для каждого дележа /G С(&„) существует вектор цен
ρ € Π(μ), обладающий свойством

—— | {аЕА„ | | Да) - *(&„(«)·*) I ^т? } | < е,

или, что то же самое,
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(II) для любого дележа Jn £C(&„) существует такой вектор цен

рп G Η(μ), что последовательность (/;,(·) - ψ(&η( · )*рп)) сходится по

мере к нулю, т.е. для каждого η > О

1
—— \\аеАа\ \fn(a) - φ(&η(α),ρ„) I > τ? 11 -* О.
Mill

Замечание. Подчеркнем, что вектор цен рп принадлежит Π (μ);
вообще говоря, нельзя выбрать рп Η3Π(μ„), т.е. вектор рп не

обязательно является равновесным вектором цен в экономике &„. Конечно, если

равновесное отображение П( ·) непрерывно в смысле μ, то выбор рп из

Η(μ„) становится возможным (см. задачу 9).
Для доказательства теоремы 1 нам потребуются два результата, которые

устанавливаются раздельно,
- лемма 1 и утверждение 1. Два других

доказательства теоремы 1 (первое из которых основано только на лемме 1 и не

использует утверждения 1, а второе — только на утверждении 1 и не

использует леммы 1) намечены в задачах 1 и 2.

Лемма 1. Для любой простой экономики 8>: А-* &XR1, для любого

дележа "/£ С( 6) и произвольных т>0 и е>0 существует такой вектор

ρ € R', что

аеА

еаевт и существует такой χ е BTi что ρ
· jc 1 ρ

-

ea,) Ι /Ъ А2

£C(*)CR'+ и Bc{x)>afa Л Че/

Здесь Βτ\ = Br (0), α Be (x) -

шар β евклидовом пространстве.
Лемма 1 является основным инструментом доказательства предельных

теорем в этой главе. Эта лемма утверждает, что с каждым дележом из

с-ядра экономики & можно связать такой вектор цен р, что число

участников экономики, которых эта система цен ρ делает "весьма бедными" -

в том смысле, что эти участники могли бы (в пределах 1?т) получить нечто

лучшее (из шара Ве(х))9 -

ограничено сверху величиной, которая не

зависит от общего числа участников экономики.

Доказательство. Предположим противное: существуют такие

экономика S: А -► i?X R7, дележ /G C(fi) и числа т > 0 и е > 0, что для

каждого ρ е Rl

ι аеА
еа € Вт и существует такой χ е BTi что ρ

·

χ <
ρ- с,

Вс(х)СК[.и Bc(x)>afa "IK-J-
Пусть q

> 1 -наименьшее целое, не меньшее, чем (2т/в)2. Из (1) очевидно,
что имеются участник аеА (например, а = 1) и вектор χ ι GBTi для

которых еι еВт и Вс(х!) С R+,B€(x\)>ifi.Если q > 1, то мы применим
свойство (1) к вектору ρ - Х\

-

ех. Поэтому в & имеются такие участник,

отличный от 1 (например, 2), и вектор χ 2 GBT< что е2 еВт, {χχ ~ ех)
· {х2 - е2) S.

^ 0. Вс(х2) С R+ и Вс(х2) >2/*2 · Если q > 2, то мы применим свойство (1)
к вектору (λ*ι - ех) + (х2 - с2) и т.д.

Таким образом, мы получим q различных участников 1, ..., q в &,

а для каждого участника / вектор Х{, которые обладают следующими
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свойствами:

е/€5т, х,еЯт, /=1,...,^, (2)

B€(Xi)CRl+i вДх,)*,//· / = 1 ^Г, (3)
i-l

Zf
- Σ ζ„ < О для ? < ζ < ?, где г,=х,· - eh (4)
η =ι

1 ι

Обозначим через ζ: =— Σ ζ, чистый средний торговый оборот. Мы
имеем q i = i

Я Я

+ Σ ZfZf < Σ ζ,·· Zi<q(2r)2.
ι=1 ι = 1

Первое и второе неравенства вытекают соответственно из свойств (4) и (2).
1

Следовательно, по определению q должно быть ζ
-

ζ =\ — (2т)2 ί е, и

q **

мы доказали, что II ζ II £ е. Таким образом, ввиду свойства (3) для каждого

/ = 1,..., q мы имеем Xf
- I >ifi» Но так как

я
_

я я я

Σ (Xf - ζ ) = Σ Χ(
- Σ ζ,-

= Σ eh
/=ι ι=ι /=ι /=ι

коалиция {1,... ,q\ может улучшить дележ /, что противоречит

предположенному и, таким образом, завершает доказательство.

Утверждение 1. Пусть последовательность (&п) простых экономик

с характеристиками из £Рто X R + является чисто конкурентной. Если

/„ Ε С(&„) (л = 1,... ), то последовательность (/„) равномерно

интегрируема.
Заметим сначала, что в нашем случае последовательность (//г>,/Л е

Ε C(£w), равномерно интегрируема тогда и только тогда, когда для каждой

1#«1
последовательности (Вп) из Вп С Ап и lim = 0 следует

1 \Ап\
lim—— Σ /„(*) = 0.

\Ап\ α<ΞΒη

Таким образом, утверждение 1 состоит в том, что в дележе из с-ядра

вектор товаров, который назначается малой коалиции, является малым

на душу. Так как по определению чисто конкурентной
последовательности последовательность (е © &„) начальных ресурсов равномерно

интегрируема, можно ожидать, что дележи из с-ядра также равномерно

интегрируемы. Далее (в утверждении 2 и в задаче 3) мы увидим, что

последовательность (/„) является ограниченной при условии, что ограниченной является

последовательность (е©&„) начальных ресурсов.
Доказательство*). Предположим, что утверждение 1 неверно.

Тогда найдется хотя бы один товар η , который является "критическим" в

*) Идею другого доказательства см. в задаче 4.
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следующем смысле: существует такая последовательность Bhn С Ап, что

ι*::ι „

lim

liminf —- Σ fZ(a)>0.
η \Λη\ а<гв[\

Без потери общности можно предположить, что критическими являются

первые /* товаров. Положим

*„:
= U Bhn

η - 1

и рассмотрим чистый торговый оборот коалиции Вп, т.е.

ζ{Β„):= Σ (/я(л)-е(&й(д))).
. а£В„

Так как

1

Σ е(&„(а))

сходится к нулю, для каждого h = 1 ,...,/*, мы имеем

liminf ζΛ(£„)>0.
и |4„|

Очевидно, что /* </, а для некоторого h >Г будет ζΗ{βη) < 0, так как в

противном случае для достаточно больших η чистый торговый баланс
коалиции Вп был бы положителен, и, следовательно, непустая коалиция

Ап \Вп могла бы улучшить дележ fn.
Покажем теперь, что даже в случае /* </ коалиция Сп := Лп\Вп может

улучшить дележ /„ при условии, что η достаточно велико. Идея
доказательства проста: первоначально коалиция Сп имеет гораздо больше критических

товаров (А = 1,. ..,/*), чем она получает в соответствии с дележом /„.
С другой стороны, чистый торговый баланс коалиции Сп по некритическим

товарам (А>/*) может оказаться положительным. Поэтому для каждого

некритического товараh (/* <h < ί) можно найти такую группу

участников Vn , которые хотят и имеют возможность изменить товар h на

критический товар, например на первый. Если множества V% (/г = /
*
+ 1,..., /)

участников попарно не пересекаются, то можно определить вектор gn (a)
следующим образом:

(/„(в), еслиа^ U К*,

gfSfl):=

I У η Ι \ * * /

Таким образом, если а € V%, то этот участник получает gn (а) вместо

fn(a) заменой товара h в количестве ζh(Bn)/\ К*|на товар 1 в количестве

148



zl(Bn)l\ Vη Ι С-'*)· Для того чтобы эта замена была возможной, т.е.

для выполнения неравенства gn{a) > 0, и вместе с тем желательной, т.е.

для выполнения предпочтения gn(a) >afn ia), нам необходимо потребовать,
чтобы множества V

*
обладали следующими свойствами:

(a) Участники из V% должны обладать товаром h в положительных

количествах, нижняя граница которых не зависит от л; в дальнейшем мы,

например, потребуем, чтобы выполнялись неравенства

fn(a)>-e-h, h>T, где ?:=lim Σ e(4(e)).
2 \Ап\ лп

(b) В R' существует такое ограниченное множество, которое содержит

дележ /„(я) для каждого участника a G Vn,h >/*, и каждого л = 1,...
(c) В imo X R+ существует такое компактное множество, которое

содержит характеристики каждого участника a EV%, h > /*, для каждого

л=1,...
(d) Для достаточно больших л

liminf|~4>0, zl(Bn)>\V^\.
η \Αη\

Прежде чем доказывать, что такие множества V„ действительно
существуют, покажем, что из их существования следует, что коалиция Сп может

улучшить дележ /, выбрав определенный выше дележ gn.

Прежде всего покажем, что для достаточно больших л gn(a) > 0. Так как

z\Bn) . I _ z\Bn)
—^-^ -*0для Н>1 , из свойства (α) следует, что г- сходится к

14,1 |К«'

нулю. А так как ввиду свойства (а) для aGVn f„(fl) ^
— e~h, то gn(a) ^ 0

для достаточно больших л. 2

Покажем теперь, что дележ gn допустим для коалиции С„:

Σ [*„(*) - е(4й(в)) ] = Σ [/я(в) - «&„(«))] +

α е С„ а<ЕСп

+

/ι

' 1 /zx(Bn) h \
:/%! β€Κ* \ν%\ \1-Γ

У
V

= -z(£„) + £ /!^,0,...,0,ζ;4^),0,...,θ) =

л = / + ι \ / - / /

= -z{Bn) + (zl(Bn)%0,.. ., 0,z'* +

'(*„), · · · ,zh(Bn),.. . ,ζ'(β„)) =

= (0, - z2(£„),... , -zl\Bn\ 0 0)
< 0.

Покажем, наконец, что если л достаточно велико, то для a £ V п будет
%п (а) > a fn (я) · Рассмотрим величину

°\п(х, >■)'· =

sup ja£R+ Их1 + ,х2,. ..,**- σ *')>х|.
Эта величина представляет собой максимальное количество товара Л, ко-
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торое участник 1 склонен заменить на 1/(1-1*) единиц товара 1 при

условии, что он обладает вектором товаров х. Легко показать, что alh

непрерывно зависит от χ и > и что при χ > О, хн > 0 и > £ &то справедливо

неравенство oih(x, >) > 0. Пусть^сГ- инфимум oxh(xt >), где инфимум

берется по всем χ из ограниченной области свойства (Ь), хн > —еи

(й=/* + 1,...,/)и все предпочтения принадлежат компактному

множеству свойства (с). Отсюда следует, что σ> 0 и при a € V% σ < σιh (fn(a), >a).
Следовательно, по определению дележа gn, если вьшолнены неравенства

ΐ^Ί(/-/*)= /-/*
'

I Vn Ι
σ'

το gn(a)>a fn(a) для я G F„. Первое из этих неравенств следует из

свойства (d)> Так как zh(Bn)/\An | сходится к нулю (для // > / *) и так как,

согласно свойству (d), \An\/\Vn\ ограничены снизу, тогда выполнено

и второе неравенство.

Это очевидным образом доказывает, что коалиция Сп может улучшить
дележ /„, выбирая дележ gn, так как все предпочтения предполагаются
монотонными.

Построим теперь множества vn .

(a) Рассмотрим товар h (/
*

< h < I) и определим множество Нп
участников из Ап следующим образом:

HZ : = {aeAn\Bn\fnh(a)> у ?"},
где

1
е : = lim Σ е(&„(в)).

η \А„ | а<ЕАп

Так как // — некритический товар, то ясно, что

liminf J-JLi>o.
\Ап |

Некоторый участник экономики £„ может, конечно, принадлежать

нескольким множествам Нп. Однако мы можем выбрать такие подмножества

Qn с Нп, что для каждого η Qn Π β„ = φ (кФк') и последовательность

(I Qn I / \An |) не сходится к нулю. Без потери общности можно

предполагать, что существует предел \\m(\Qn \ I \ Ап | ), равный, например, рн > 0
η

для И = /* + 1,. .'. , /; положим ρ
= min pn > 0.

ι* <λ£ /

(b) Определим для /ι>7* множества

И/,
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Снова покажем, что liminf(| W„ |/ \А„ |)>0. Действительно,

1 ' / 1 1
"

, \

7
Σ (~'Г7~, Σ '"(а)) =

I i = l\ С' \А„\ а(=А„ /

> - Σ (Л · —— Σ /'(«)) >
~

H-iKe' \A„\ aeQ>^w*
/

1 L 1 1 /2/ . „ ,· 2/ . \

// = ι с' \А„ | \ ρ ρ /

2 Μί Λ /
—— Σ \\aEQn \fUa)>

2/ ^2 |<2„*W,f I

Мл I

Первый член этой последовательности неравенств с возрастанием η

сходится к 1. Бели бы, однако, последовательность (\W„ \l\An |) сходилась к

нулю, то последний член написанной цепочки неравенств сходился бы к

2
—

·

ρη ί 2, что невозможно.

Ρ

Без потери общности мы можем предположить, что предел

lim(| Wn I l\An |) существует и равен, например, ι?Λ > 0 для И =

= /* + 1,... ,/; положим

г?:
= min т?Л > 0.

1*<п<1

(c) Так как мера μ является плотной (§ 1.2, лемма), существует (D.I,

(32)) такое компактное подмножество К пространства iPmo X R+, что

μ„(Κ)^ 1-— , μ(Κ)> 1- —. Положим К„Л : = W* Π Κ,'/ι = Γ + 1,...,/·

Легко проверить, что

ι κΛ ι
lim inf—^ >0.

« Мя I

(d) Наконец, нам нужно показать, что | vn | растет не слишком быстро,

а точнее, что для достаточно больших η | Vn | < ζ1 (#„ ).

Рассмотрим какой-нибудь индекс /г > /
*
и две последовательности чисел

(I *и I ) и (ζ1 (#„)). Теперь либо для достаточно больших η будет | Vn | <

^ ζ1 (/?„ ) и свойство (d) вьшолнено, либо же для бесконечного множества

значений η будет | Vn \ > ζ *(/?„). В этом случае мы выбираем такое

подмножество Vn (которое снова обозначим Vn ), что

\νϊ\<ζι(Βη)<\νηΗ\ + 1.
λ

Для этой новой последовательности Vn мы по-прежнему имеем

Wn I z\Bn)lim inf > 0, поскольку lim inf > 0. Доказательство
заверши I η \Αη\

шено.
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Доказательство теоремы 1. Легко проверить, что даа

утверждения теоремы 1 эквивалентны друг другу и эквивалентны в свою

очередь следующему утверждению:

(III) для каждой последовательности (fn), где/„ £ С(&„), существует
такая подпоследовательность (/«)„£#, С? с W, и такой вектор цен ρ Ε

£ Π(μ), что подпоследовательность (fn( ·) -

φ (£„( · ) ,p))wG л сходится

по мере к нулю. Это последнее утверждение и будет теперь доказано.

Доказательство будет проведено по следующему плану.

(a) Прежде всего покажем, что некоторая подпоследовательносгь

последовательности (&„) (которая снова обозначается (&„)) имеет

непрерывное представление (см. § 2.1) (&,,)> определенное "предельной
экономикой" &: (А, 8Р, ν) -*Т и отображениями ап : А -*Ап, причем

соответствующая последовательность дележей /„ = /„ ° ап сходится почти везде к

дележу/предельной экономики &. Для доказательства этого факта нам
потребуется утверждение 1.

(b) Далее мы покажем, что "предельный дележ" lim/ = / является

вальрасовским дележом для предельной экономики &. Для этого мы

используем лемму 1.

(c) Наконец, мы покажем, что равновесные цены р, соответствующие

вальрасовскому дележу /, обладают указанным в утверждении (III)
свойством.

Перейдем к детальному осуществлению этих пунктов.

(a) Согласно утверждению 1, последовательность (/„) равномерно

интегрируема, и, следовательно, существует подпоследовательность,
сходящаяся по распределению (D.I, (41) и (31)). Обозначим эту
подпоследовательность снова (/„).

Выберем теперь непрерывное представление последовательности (&rt,/rt).
Точнее, согласно утверждению 2, (2), § 2.1, существует
подпоследовательность последовательности (&„,/«) (которую мы снова обозначим (&„,/w)),
обладающая следующими свойствами: существует неатомическая

экономика &: (А, Л , у) -► Τ с распределением μ и дележом/; кроме того,

существуют такие измеримые отображения а„: А -*Ап, что

\S\
у(а„ (S))= для каждого SCAn, (1)

\Ап |

(8и. /и) ~* (& * Л почти везде на Л, (2)

где β„ = δ„ о ап и fn =/„ о ап (п = 1,... ).
Таким образом, согласно (1), неатомическая экономика &„ и простая

экономика &п имеют одно и то же распределение μη. Так как

последовательность (/„) равномерно интегрируема, из (2) следует, что ifndv -+ffdv.
Следовательно, / является достижимым дележом в предельной
экономике 8.

(b) Применим лемму 1 к экономике 8>п и дележу/„ Ε С(8„), выбрав
при этом г = к и е = 1 /к (к = 1, 2, .. . ). Тогда для любых целых кип

существует такой вектор рк п
Ε R*

, \pktU\ = 1, что | Fk „ | < 4А:4, где
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Fkn — множество тех участников, которых вектор цен рк п

"обедняет", т.е.

__

ί III е(&«(я)) II й к и существует такой χ G R+, что |
кп'~\аеАп |||х||<*, pkn-x<pkn-t(&n(a)) и Bl/k(x)>afn(a))'

Доказательство основано на том факте, что число участников в

множестве Fkn не зависит от числа участников в экономике £„. Поэтому для

каждого к отношение I Fkn \ /\An\ можно сделать сколь угодно малым,

выбирая η достаточно большим. Следовательно, существует такая

подпоследовательность (л*) множества целых чисел Ν, что

~ I Fkn |

*в| \АПк\
к *

В оставшейся части доказательства мы будем рассматривать
исключительно последовательности &п , Fkn ркп . Для упрощения снова будем

обозначать эти последовательности &„, Fn, рп . Таким образом, в

упрощенных обозначениях имеем

рп-»р, где \р\=\9 (3)

Σ ^! <οο, (4)
η=ι \Ап |

где

{I
|| е(&„(я)) || < и и существует такое xGR+J что \

аеАп\ 11*11 < л, рп-х <е(&я(*)) нв1/я(х)^й(в,/й(в)Г
Пусть F„ : = otnl(Fn) (n = 1,. ..). Из (1) и (4) следует, что

00 ~ °° I Fn I

Следовательно, из первой леммы Бореля — Кантелли (D.I, (10))
следует, что

i/(lim sup F„) = 0, (5)

т.е. почти везде в Л для достаточно больших η будет otn(a) ^ F„.
Остается проверить, что пара (/, р) составляет равновесие Вальраса в

экономике &. Сначала покажем, что почти везде в А из χ £ R+ up· x <

<р
· е(8(я)) следует

*λ<£(*)(/(*))· (6)

Достаточно доказать (6) для случая χ > 0. Ввиду (2) и (5) найдется такое

подмножество А' множества А, что ν {А') = 1, (&„(я), fn(a)) *"* (&00,/(я))
для каждого а^Л'и для достаточно большого л (зависящего от а) ап(а) φ
φ Fn. Таким образом, если a G А', χ >0ир · х<р- е(&(д)),то рп- х<
< Р„е(£„(д)) и а„(а) φ Fn для достаточно больших п. Поэтому из
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определения множества Fn следует, что для каждого достаточно большого η

существует вектор х„ £ R+, обладающий свойством

Хп^ВЧп(х\ xn*i(a)fn(a)-
Так как хп~*х и (*ьЛ(я),Л(я)) ~+(&(а), /(e)), по непрерьюности
(теорема 1 (с), § 1.2) получаем, что χ ^&(Λ> /(a). Тем самым свойство (6)
доказано. Отсюда легко получается, что (/, р) является равновесием Вальра-
са в экономике &.

(с) Проверим теперь, что вектор цен ρ обладает требуемым свойством.
Мы имеем

-— \{α^Αη\ \ίη(α)-φ(&η(α\ρ)\>η}\ =

\лп ι

= ν{αΕΑ\\/η{α)-φ(&η(β),ρ)\Ζ η] <

< ν \α € А [ | fn(a) - φ(&(α).ρ) Ι έ nl2\ +

+ ν{αΕΑ \\φ(&(αΙρ)-φ(&η(α),ρ)\>ηΙ2\.
Первое слагаемое в правой части этого неравенства сходится к нулю,

потому что, как показано выше, последовательность (/„) сходится почти везде

к φ(&( ·), ρ) и, следовательно, сходится по мере. Далее, так как &я(я)·-*
-* £(я) почти везде на А и так как отображение φ( л

9 р) из ^то X R+ в

SCO

R+ почти везде на А непрерывно, (£(£„ (я), р) -*^(&(л),р), и,

следовательно, φ(&η(μ),ρ) -*φ(&(α),ρ) по мере. Таким образом, второе слагаемое в

правой части неравенства также сходится к нулю. Доказательство

завершено.
Пусть W(&M) означает множество вальрасовских дележей в экономике

id: (Т,$)(Т), μ) -► Т. Множество распределений всех функций из\У(&д)
обозначается через 2)W(8M). В части (Ь) доказательства теоремы 1 мы

установили следующий результат.
Следствие 1. Пусть последовательность (8>п) простых экономик

является чисто конкурентной на ίΡ„0 Χ R+. Тогда имеют место следую-
SCO

щие эквивалентные друг другу утверждения.
(I) Для каждой окрестности U множества 3)(W(£M)) существует

такое целое число п, что для каждого п^п и каждого дележа /€С(8„)
его распределение принадлежит U.

(II) Для каждой последовательности (£„</«)< где fnEC(&n), имеется

такая подпоследовательность, которая сходится по распределению к

равновесному вальрасовскому дележу для μ.

Следствие 2. Пусть К -

непустое компактное подмножество в

?то X R+. Для каждых е>0, т?>0 и ρ >0 существует такое целое
SCO

число п, что для каждой простой экономики &: А-+К. для которой
1

I А | > п и Σ еп > р, и для каждого дележа /GC(S) существует
{А | а
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такой вектор цен ρ > О, что

\л ι

Доказательство. Предположим, что это следствие неверно. Тогда

существуют такие ~ё > 0, η > 0 и р" > 0, что для каждого целого η

имеются экономика &„: Ап -*К, для которой \Ап \ >п, Σ еп > р, и

\Ап | л„
такой дележ /„ € С(&„), что для каждого вектора цен ρ > 0 выполняется

неравенство

77-7 \laeAnl\fn(fi)-№n(fl)9p)l>ri \\>e.

Множество мер на компактном пространстве К слабо компактно (D.I,
(30)). Следовательно, существует такая подпоследовательность (μ,,^),
что μ„ -»μ и lim / е </μ„ = / е </μ >0. Применение теоремы 1 приводит

к противоречию. Доказательство завершено.
Следствие Ъ. Пусть (&„) - последовательность реплицированных

экономик со строго положительным общим начальным ресурсом. Если

предпочтения всех участников строго выпуклы и монотонны, jo для

каждого е>0 существует такое целое п, что для каждого п^п и для

каждого дележа /ЕС(&„) существует такое равновесие Вальраса (/* р*)
β &„, что \f{a) -/*(я)1 = е для любого участника аЕ&п.

Доказательство. Применим теорему 1 к последовательности

(£„) реплицированных экономик. Тогда для данных е>0 и т?>0, е<
1

< <
, существует такое целое п, что для каждого /£С(&„),и>л,

Μι I
существует вектор цен ρ* Ε Π(μ), обладающий свойством

——\{αΕΑη\\Κα)-φ(α,ρ*)\>η\\<€.
М„ I

Очевидно, что вектор цен ρ* Ε Π (μ) является также равновесным

вектором цен в экономике £„; следовательно, f*(a) определяется
множеством φ(α,ρ*). Так как в реплицированной экономике со строго

выпуклыми предпочтениями дележи из с-ядра назначают один и тот же вектор

товаров участникам с одинаковыми характеристиками (§2.1, задача 5),
мы получаем равенство

\\aeAn\\f(a)-f*(a)\>v\\ = 0.

Доказательство завершено.
Заключение следствия 3 является весьма сильным. Фактически оно

состоит из двух заключений, которые можно было бы разделить, так

как они имеют различную природу.

Первое заключение состоит в том, что вектор цен р* приближенно
децентрализует дележ из с-ядра для каждого участника экономики.
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Второе заключение утверждает, что вектор цен р* принадлежит
П(&„), и, следовательно, дележ / из с-ядра "близок" к вальрасовскому

дележу /* в экономике &„. Существенную часть второго заключения

составляет тот факт, что соответствие П, ставящее в соответствие

экономике множество ее равновесных цен, непрерывно на предельной
экономике £, т.е.* Ls(n(£„)) = II(&).

Из результатов § 2.2 и 2.3 известно, что непрерьюность везде
равновесного соответствия Π нельзя получить, сужая множество

характеристик участников. Можно показать, что Π непрерывно лишь в

некотором обобщенном смысле *).
В остальной части этого параграфа мы исследуем вопрос о том, при

каких условиях дележ из с-ядра может быть децентрализован с помощью

подходящим образом выбранных цен для каждого участника экономики.

Для того чтобы получить такой результат, нам необходимо сделать
предположения более сильные, чем в теореме 1: мы должны предположить,

что характеристики участников, в частности их начальные капиталы, не

"слишком сильно" разбросаны. Математически это предположение

выражается условием, состоящим в том, что характеристики участников

принадлежат некоторому компактному множеству в 3*^0 X R+. Кроме то-

SCO

го, когда экономика становится "большой", необходимо гарантировать,
что для каждого участника а* в экономике &„ имеется "много"

других участников с теми же характеристиками, что и у участника а*.

Иначе говоря, мы будем предполагать, что никакой отдельный участник не

является "изолированным". Математически это выражается включением

Ls(suppM„)CsuppM,

отражающим тот факт, что каждая предельная точка характеристик
участников содержится в носителе предельного распределения μ. Заметим,
что из слабой сходимости последовательности (μ„) κ μ всегда следует,
что 8ΐιρρμ€ ϋ(8ΐιρρμΛ). Таким образом, из совместного выполнения

этих предположений вытекает, что носители распределений характеристик
участников сходятся (в топологии замкнутой сходимости) к носителю

предельного распределения μ.

Теорема 2. Пусть К - компактное подмножество &*moX R+. Пусть
SCO

последовательность (&„) простых экономик с характеристиками из К яв-

ляется чисто конкурентной на К и Ls(supp μ„) С supp μ. Тогда для

каждого € >0 существует такое целое п, что для каждого η >п и каждого

дележа /£С(£„) существует вектор цен рЕЩц), обладающий
свойством: для каждого аЕАп

\№-φ(&η(α),ρ)\<€.

Для доказательства теоремы 2 потребуются два результата, которые

мы установим раздельно. Сначала усилим утверждение 1 и покажем, что

*)По поводу этого высказывания см. следствие 1 из § 2.2 и теорему 5 из § 2.3.

{Примеч. пер.)
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на компактном множестве характеристик участников дележи из с-ядра

равномерно ограничены. Точнее говоря, имеет место следующее
утверждение.

Утверждение 2. Пусть К - компактное множество $Рто X R+ w

δ > 0. Тогда существует такое ограниченное множество Q С К1, что для

каждой простой экономики &: А-+К, для которой Σ еа έδ, для
\Л | л

каждого дележа /ЕС(&) и для каждого участника aGA будетf(α) Ε β.
Доказательство. Доказательство почти совпадает с

доказательством утверждения 1. Единственное различие состоит в определении
"критического" товара.

Предположим, что утверждение 2 неверно. Тогда существуют
последовательность простых экономик (&„), для которых \Ап |-*°°, и для

каждого η такой дележ из с-ядра /„ £ С(&„), что последовательность (fn)
неограничена.

Не умаляя общности, можно предположить, что все товары разбиты
на две группы следующим образом:

sh =
«>, если /г = 1,. ..,/*,

sh <°°, если h = /* + 1,..., /,
где

sh =

sup max /„ (а).
η α€ζΑη

Теперь для каждого из "критических" товаров 1 й hu /* мы можем

в экономике &„ выбрать "привилегированного" участника^ €Ап, для

которого

/«Л(я«) = max fn(a).
α<ΞΑη

I*
Пусть Βη : = \αχη,α\,..., αη 1 — группа "привилегированных" участников.

Рассмотрим чистый торговый баланс ζ(Βη ) коалиции Вп, т.е.

ζ(Βη):= Σ (/п(а)-е(&п(аШ
а<ЕВп

Так как мы предположили, что начальные ресурсы ограничены, для h

(1 uhul*) будет

Лвп) -*~.

Отсюда ясно, что /*</ и для некоторого h>l* zh(Bn) < 0, так как

в противном случае для достаточно больших η коалиция Вп имела бы

положительный чистый торговый баланс и непустая коалиция Ап\Вп
могла бы улучшить дележ /„. Далее доказательство продолжается в

точности, как в утверждении 1: определяются множества Нп , Qn > Wn , и,

так как по предположению множество К компактно, множество Vn сов-

И

падает с множеством Wn . Доказательство завершено.

Лемма 2. Пусть μ-мера на &XR1 с компактным носителем, а

f' ^XR'-^R7- такая непрерывная функция, что /(/-e)<fyt = 0. Тогда
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для каждого t0 £ supp μ β supp μ существуют точки tx,..., tri где г <

£ 2/+ 2, обладающие следующими свойствами: для каждого В

>0существуют такие положительные целые числа N0, Nl9... ,Nr, что:

(I) I Σ Wfo)-efo))|<e;
/ =о

(II) для каждого товара h найдется такой индекс i (0 ^ / έ г), что

Доказательство. Пусть функция g: supp μ -* R* X R7 определена
равенством g(t) = (ДО» e(r)). Так как g непрерывно, множество S : =

: =g(supp μ) компактно. Очевидно, что g:
= fgdμ€convS. Покажем, что

существует такой вектор ζ Ε conv S, что

£
= λ£(/0) + 0-λ)ζ, 0<λ<1. (1)

Действительно, компактное множество S есть носитель меры у : = μ о g'1
и £ -.ее центр тяжести в смысле γ, т.е. ~g = fxdy(x). Известно, что этот

центр тяжести g принадлежит относительной внутренности conv 5.

(Последнее утверждение следует из того факта, что каждая гиперплоскость,

проходящая через центр тяжести g и разделяющая if и conv 5, содержит
conv S.) Так как ζ G conv 5, то

2/+1

ζ = Σ λ^Ο/), f, e supp μ, λ/ £ 0, Σ λ, = 1.
/ = ι

Таким образом, из (1) следует
г

g= Σ <Xig(ti),

где а/>0, Σα/=1 и г S 2^ + 2. Следовательно,

( //ίμ, / е άμ) = - Σ α,(/(f,), eft) ) . (2)
i = 0

Так как по предположению //с?м=:/еф, имеем

Σ a/(/(rl)-e(r/)) = 0. (3)
ι = 0

Согласно хорошо известному результату из теории чисел (см., например,

Харда и Райт, (1960), теорема 201), для каждого η > 0 здесь найдутся
такие положительные целые числа jV0 Nr и N9 что

\Ni-CLiN\uv, / = 0,...,г.

Поэтому из (3) получается неравенство

Ι Σ Щ(/(и)-е(ь))\йг1 Σ |/(f,)-e(f,)|,
/=0 ί=0

из которого при достаточно малом η > 0 вытекает свойство (I). Наконец,
из (2) следует равенство

Σ *//(//) =/ec/μ,
i = 0
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которое очевидным образом доказывает свойство (II). Доказательство
завершено.
Доказательство теоремы 2. Достаточно показать, что для

каждой последовательности (&„) и каждой последовательности (fn), где

fn £ С(&„), существуют такие подпоследовательность (fn)n(E q
и вектор

цен ρ Ε И (μ), что

1/и( * )-φ(&η(' )>Р I *0 равномерно на А „. (1)
nGQ

Применим теорему 1. Согласно этой теореме, существуют такие

подпоследовательность {fn)n e q и вектор цен /? β Η (μ), что

ΙΛι(·)-*(Μ·λΡΐ "О по мере. (2)
«eg

Поэтому существует новая подпоследовательность (/п)пел*
последовательности (fn)nS q

и подмножества £*„ С Л „(π Ε β'), обладающая

следующими свойствами:

\Еп I
7Т"-; "*0' 1/и( · )-<P(S«(-)»P I ► 0 равномерно наЛ„Х^и- (3)
\А„\ n^Q'

Пусть н: ^що X R7 -► R —

непрерьюная "функция полезности", т.е.

и (з , х) = w (^ , у) тогда и только тогда, когда χ ^ у. (По поводу
существования функции см., например, задачу 7 из § 1.2.) Покажем сначала, что

I и(&„( · ),/„( · )) - н(&„( ·), φ(&η( · ),р)) | ► 0 равномерно наЛя.
itefl'

^

(4)
Предположим, что (4) неверно. Тогда существуют такие ё> 0 и а

*
е Ап,

что для бесконечного множества значений и из Q'

Н&п(а*п), fn(a*n))-u(&n(a*nl<p(&n(a*n)iP))\> е (5)

Мы можем считать, что &„(#£) -* t* = (^ *, е*), и, так как по

предположению Ls(suppM„) Сзиррм,должно быть t* £ ευρρμ. Следовательно, так как

функция и: 5°то X R*-*R непрерьшна, το

SCO

и(&п(а*п)^(&п(а*„),р))^и(Г,<р(Г,р)).

Из (5) следует, что для бесконечного множества значений и выполняется

одно из следующих неравенств:

и(М<£), Μαί))<4(ΐ\φ(ί\ρ))-γ€, (6а)

K(4«(eS),/„(ei))>M(f*^(f.p)) +

y
6. (6b)

Рассмотрим сначала случай (6а). Из леммы 2 следует, что для каждых

Θ > Ои t0( : = t*) существуют такие точки (^/, е/) = /,· € suppμ и такие

положительные числа jV0, .. .
, Νη что

Ι Σ N^{thp)-ed\<B. (7)
/ = о
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Насколько малым нужно выбрать 0, будет решено в ходе доказательства

ниже. Заметим, что г ^ 21 + 2 не зависит от 0. Из сходимости μη -+μ

следует, что для каждой окрестности 1/( точки ц (/ = 0, ..., г) для достаточно

больших η выполняется неравенство

\{аеАп\Еп\8,п(а)еи(\\ >Ν,.

Так как функции φ( · ,ρ) и е( · ) непрерывны, из (7) следует (при
условии, что окрестности £// выбраны достаточно малыми),что существует
такая коалиция Вп С Ап\ Еп, что для бесконечного множества

значений η

{p(t*,p)-e*+ Σ (*(&я(а),р)-е(&я(а)))|<20.

Для упрощения обозначений начальный ресурс участника а Е Ап будем
обозначать через е„(а) (вместо е(&„(д))). Из (3) следует, что для

бесконечного множества значений η

\φ«*9ρ)-β· + Σ (f„(a) еп(а))\<3в. (8)

Из (6а) следует существование такого вектора d > О, что для

бесконечного множества значений η

<p{f,p)-d >a*nfn(fl*n).
В случае, когда φ(ΐ*, ρ) > О, мы, очевидно, можем выбрать d > О, и

тогда дележ£„ доминирует дележ/„ по коалиции я„ UBn, где

φ(ί*,ρ)-ά, если я=я„,

ΙΐηΨ), если aGBn.

Чтобы убедиться в этом, достаточно проверить, что для некоторого η

φΣ &я-*я)*0.
β* U β„

Мы имеем

#Σ <*я-ея) = *(Лр)-*-*я(*я) + Σ (/„-<?„) =

= W(t*,P)-e*+ Σ (Λ,-ΟΙ + **-*„(*п)-<*<
Βη

<3θ+(α* -en(a„))-d. .

j
Так как еп(ап) -> е*, можно выбрать 0 g — min {d1, ..., dl\ и полу-

4

чить, что для достаточно большого η дележ#„ допустим для Вп.
Рассмотрим теперь случай, когда вектор d не является строго

положительным; пусть, например, d = {δ, 0, .. .
, 0} . В этом случае мы

собираемся использовать часть вектора d для замены других товаров.
Для данной точки ( < ,х)Е ^o * R+ положим

SCO

o"(<,*): = max j £<Ξ R | χ + (J1, 0, -f, . . .
, 0) Ъх} ,
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где dl = δ// > 0. Легко проверить, что

d*:= гтп\о*(<,х)\\х\<Ь, х*2ё", (^fx)EK\ >0,
где

b = 2 max | </?(r, p) I < °°, ё"* = — J* ел ф.
r.eK 2

Из второй части леммы 2 следует, что для каждого товара h = 2, ..
.,

/

найдется такой участник ан Ε Βη, что fh(ah) > ёГ". Определим для

коалиции a*UBn дележ£„ следующим образом:

( ^(ί·.Ρ)-(δ,0,...,0), еслия=я*,

gn(a):= \fn(ah) + (dl,0,...9-dh,...,0), если д=д*,

Ι/„(β)/ если cG^,

д=£д", /ι = 2,...,/.

Ясно, что gnfan) х** Λι(?«)> и> так как #„ С Ап \Fn, из (3) следует,

что | fn(a) | < Ъ для a G Вп и достаточно больших л; поэтому

£и(я) i:a fn(a)i Кроме того,

#
Σ &„ - еп) = *(f, ρ) - (δ, 0,..., 0) - en(a*„) +

a*nVBn

+ Σ [/„(e*) + (rf1,...,-^,0,...,0)-ell(j*)] +

w= 2

+
f

Σ |)(Г^)-е„(Д))
= ^(г*,р)-е* +

Β«\{βα аЦ
+ Σ (/•„-e„) + (^-^(fl*))+(rf1>...,d,)<

Таким образом, так как еп(а„) -+е*, можно выбрать Θ < — min {d1, . . ,

4

..., dl } и получить неравенство

Σ (gn-en)<0.
β* и вп

Случай (6Ь) рассматривается аналогично. На основании неравенства (7)
строится (подобно тому, как строилась коалиция Вт удовлетворяющая

равенству (8)) такая коалиция Вп САп\ Fn, что

ΙΣνΗ(μ)-€Η(μ))1<309

и, кроме того, обладающая дополнительным свойством:

Γηύι</(£„ (я),г*)-»0.
α*ΞΒη

Таким образом, коалиция Ап\Вп =: Сп содержит участника а*9 и для нее

очевидным образом выполнено неравенство

ΙΣ (fn(a)-en(a))\<2B.

Так как t* = 1ιπι^(^) G βυρρμ и (|£ГЯ 1/Мл|) -*0, то существует такая
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последовательность (ап),ап £ Ап\Еп, что ^(ί„) -* Г*. Следовательно,
описанное выше построение непустых множеств Вп возможно. Рассмотрим
теперь коалицию А/„, которая получается из коалиции С„ заменой

участника а„ участником ап. Подобно тому как это делалось в случае (6а), можно
показать, чтр если η достаточно велико, то коалиция Мп может улучшить
дележ /„. Для этого достаточно заметить, что участник ап вносит в

коалицию Мп почти такой же начальный ресурс, как и участник а„9 и если ему

предлагается /„ (я„), то он стремится к побочным платежам. Этот факт
позволяет коалиции Мп улучшить дележ/„.

Наконец, необходимо показать, что из (4) следует (1). Пусть ап ЕЛ„
и &„ (ап) -* t *. Нам нужно показать, что/„ (ап) -+φ(ί*,ρ) = : ζ.

Так как t* Ε βυρρμ, то существует такая последовательность (ап),
ап $ Еп, что &п(ап) ->г*. Поэтому ввиду (3) отсюда следует, что fn(an) -*z.

Согласно утверждению 2, последовательность fn(an) ограничена.
Следовательно, мы можем предположить, что/„(я„) -+у. Ввиду (4) мы полу-

1
чаем,что у *t *г.Бспиу Φ ζ, то—(у + z) >t*y, так как отношение>t*

строго выпукло. Следовательно, если η достаточно велико, то для обоих участ-

ников ап и ап среднееl(fM + /„(«„)) предпочтительнее соответствен-

но дележей fn (ап) и fn (ап). Поэтому для достаточно больших η дележ/„ не

будет оптимальным по Парето, т.е. коалиция Ап может улучшить дележ/„.
Доказательство завершено.

§ 3.3. Предельные теоремы при
отсутствии выпуклости отношений предпочтения

В этом параграфе мы собираемся проанализировать ту роль, которую

играло в теореме 1 и ее следствиях условие строгой выпуклости
отношений предпочтения.

Сначала мы должны переформулировать заключение теоремы 1, так

как при отсутствии строгой выпуклости отношений предпочтения
множество спроса φ (а, р) может содержать более одного вектора. Итак,
заменим в заключении теоремы 1 расстояние | /„ (а) —

φ (&(я), ρ) | на

dist [f„(a),*(&(a),p)]: = inf \\/η(α)-χ\\χΕφ(&(α),ρ)\.
К сожалению, как легко можно показать на примерах, теорема 1,

модифицированная таким образом, неверна даже в случае, когда все отношения

предпочтения принадлежат компактному множеству и выпуклы, но не

строго выпуклы.

Проанализируем доказательство теоремы 1. На первых двух шагах

доказательства мы нигде не использовали предположения о строгой
выпуклости отношений предпочтения, Утверждение 1, которое использовалось в

части (а) доказательства, и лемма 1, которая использовалась в части (Ь),
были доказаны вообще без какого-либо предположения о выпуклости.

(Конечно, в этом случае с-ядро может оказаться и пустым.) Имеет место

следующий результат, аналогичный следствию 1 теоремы 1.
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Утверждение 3. Пусть последовательность (£„) простых

экономик &п: Ап -* З^що X R[ является чисто конкурентной на iPmo X R+.

Тогда для каждой последовательности (&„, /„), где /„ G С (&„), существует
такая подпоследовательность (&n,fn)n^Q, QCN, которая сходится по

распределению к равновесному распределению Вальраса для предельного

распределения μ
= lim μη.

Вопрос теперь состоит в следующем: можно ли использовать

равновесные цены р, соответствующие равновесному по Вальрасу распределению т,

для того, чтобы приближенно децентрализовать для больших η G Q дележ

из с-ядра? В части (с) доказательства теоремы 1 это было возможно,

потому что соответствие спроса φ(',ρ) представляло собой однозначную

непрерывную функцию. Это — единственное место, где мы использовали

предположение о строгой выпуклости. Если отображение спроса

непрерывно (т.е. полунепрерывно одновременно и сверху, и снизу), то

аналогично части (с) доказательства теоремы 1 можно получить следующий
результат.
Утверждение 4. Пусть последовательность (&я) простых

экономик &п: Ап -* Τ является чисто конкурентной на! Ε iS( &mo X R+). Если
для каждого ρ Ε Π (μ) сужение φ(·, ρ)χ на Τ соответствия спроса φ(·, ρ)
μ-почти везде непрерывно на Т, то для каждого fn G С (&„) существует
такой вектор цен ρ G Π (μ), что последовательность (dist |/„, φ (&„ (·) ,рп) ])
сходится по мере к нулю, т.е. для каждого т?> О

—— I \аЕА„ | dist [/„ (<!),*(&„ (а),рп)] >
τ? \ НО.

\Ап I

Доказательство. Очевидно, что достаточно доказать это

утверждение для некоторой подпоследовательности последовательности (/'„).
Части (а) и (Ь) доказательства теоремы 1 остаются без каких-либо

изменений. Таким образом, в прежних обозначениях последовательность (/„)
сходится почти везде к вальрасовскому дележу/ в экономике £, и,

следовательно,

dist [/„ (α), φ (& (а), р)] -» 0 почти везде на А.

Так как по предположенному соответствие £(·,ρ) полунепрерывно снизу в

точке £ (а) и так как f (a) G φ(&(α),ρ) и &„(я) ->&(а), существует такая

сходящаяся к/(а) последовательность (уп), что уп G φ (£„(д), р).
Следовательно,

dist 1/„(α),φ(&„(α),ρ)] < \Ш~Уп I й

u\fn(*)-f(*)\ + \f(*)-ynl

Эти неравенства показывают,что почти везде на A dist[/„ (а) ,</?(&(я), ρ)] -*Ό.

Для завершения доказательства остается заметить, что

—— I \aeAn\disx[f„(a)^(&n(a)9p)]> r? 11 =

\А„ I

=
ν \ a G Ап | dist \fn (*), φ (ία (η);ρ)] Ζ η \.

Требуемый результат установлен.
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Предположение о непрерывности φ (·, ρ) |τ выполнено тривиальным

образом, если множество характеристик участников дискретно. Таким

образом, мы имеем следующий легко получаемый, но интересный результат.
Следствие 1. Пусть &: А -* #*то X Ri -

простая экономикам

Σ с > 0. Тогда f G W(£) в том и только том случае, когда /„ G C(S„)
А

{η = 1, . . .), где fn и &п обозначают η-кратные репликации

соответственно/и &.

Доказательство. Если/G W(&), то/„£ \ν(£„) и,

следовательно, /„ е С(&„). С другой стороны, если/„ G C(S„) (η = 1, . . .), то из

утверждения 4 следует, что существует такой вектор цен р, что / (a) G
G φ (& (α), ρ), α Ε А Доказательство завершено.

Если множество Τ характеристик участников (из которых строится
последовательность экономик (&„)) не является существенно

ограниченным, например если Τ = S^mo X R| или даже Т = ^0 X R+, то сужение
SCO

на Τ соответствия φ полунепрерывно снизу в точке (>, е)€Т тогда и

только тогда, когда φ однозначно. Таким образом, для произвольного

множества Τ условие утверждения 4 принимает вид

(*) предельное распределение μ на Τ таково, что для каждого ρ G Π (μ)
множество спроса φ(>, ре, ρ) μ-почти везде на Τ состоит только из

одной точки.

Хотя легко привести примеры мер, обладающих свойством (*), но

сколько-нибудь полная характеризация таких мер нам неизвестна. Этот

вопрос остается открытым. Пока же мы будем обеспечивать выполнение

свойства (*) грубой силой". Наиболее простой способ сделать это,

конечно, состоит в ограничении области характеристик участников. Например,
можно было бы положить Τ = &mo * R+» как эт0 МЬ1 сделали в предыду-

SCO

щем параграфе, или же считать Τ дискретным подпространством
пространства Я>то X R|.

Приведем теперь·одну предельную теорему, которая не требует
ограничения области характеристик участников. В этом случае, как мы уже знаем,

необходимо ослабить заключение теоремы; мы уже не можем показать,

что для большинства участников дележ из с-ядра/(я) близок в

пространстве товаров к множеству спроса φ (а, р) для подходящим образом
выбранного вектора цен р. Однако во всяком случае можно потребовать, чтобы

значение ρ f(a) не слишком сильно отличалось от дохода ρ
· е(&(я)).

Остается только измерить отклонение дележа из с-ядра f(a) от

множества спроса. Для этого мы предлагаемцве формулировки: во-первых, можно

зафиксировать малое положительное число е > 0 и потребовать, чтобы не

существовало вектора х, более предпочтительного для участника а, чем

дележ из с-ядра f(a), и который в ценах ρ стоит меньше, чем ре (S.(а) ) -1 ρ | е.

Очевидно, в состоянии равновесия е может быть произвольно малым.

Или, другими словами, можно сравнить доход ρ
· е(&(я)) с минимальной

стоимостью тех векторов товаров, которые являются более

предпочтительными, чем дележ из с-ядра f(a), т.е. с величиной inf ρ
·

χ. Ясно, что в

состоянии равновесия эта величина равна доходу ρ
·

е (& (а) ).
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Теорема 3. Пусть последовательность (&„) простых экономик

является чисто конкурентной на &то X Ri. Тогда для каждого fn G С(£„)
существует такой вектор цен ρ„ΕΠ(μ) (η = 1, . . .), что для каждого е > О

выполняются условия:

(I) ——\\aeAn\\pnfn(a)-pne(&n(a))\>€}\-»0\

(И)

\Ап\

1

аелп

существует такой вектор x^R+, что

* х£„(*)/« (я) и р„
· χ < рп

· е (£„ (а)) - е

Доказательство. Очевидно, что достаточно доказать утверждения

(1) и (II) для некоторой подпоследовательности последовательности

(fn)- Итак, части (а) и (Ь) доказательства теоремы 1 применимы без

каких-либо изменений. Следовательно, в прежних обозначениях

последовательность (/„) сходится почти везде к вальрасовскому дележу / в

экономике & .

Утверждение (Г) теперь получается легко. Действительно, так как почти

везде на А

p.f(a)=p.e(&(a)), fn(a)-*f(a\ Ιη{α)-»&(μ\
последовательность (p-fn(a) -pe(&„(#)) сходится почти везде (а
следовательно, и по мере) к нулю. Из этого вытекает утверждение (I).

Утверждение (II) следует из определения "исключительного" множества

Fn в доказательстве теоремы 1. Действительно, там было показано, что

каждому дележу из с-ядра /„ соответствует вектор цен р, обладающий

следующими свойствами (3), (4):

Рп-+Р, Σ —— <оо,
я=1 \Лп |

где

{I
II е(£„ (а)) II < η и существует такой вектор χ G R*+, что 1

аЕАп I \\х 11<я, рп
·

х й Р« '

е(&п(а))нВ1/п(х)> &п(а)Гп(а) У

Так как последовательность (μ„) плотна, для каждого δ > 0 существует

такое компактное множество К в R7, что

J— \\аеАп\е(&п(а))фк}\<-, /1 = 1,....
\Ап\

Г -

2

Так как рп-+р и р>0, из определения множества Fn получаем, что

I F'п I -*0,где
\Ап\

- f I существует такой вектор χ £ Rz+, что |
1 П

\Рп 'X йРп e(&n(a))nBifn(x)> &n{a)fn(a) j
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Итак, мы показали, что для каждого е > О

1 1 Г I существует такой вектор л: £ R1 ,что ) I
(Hi) -— ил€^« Uo.

Из этого свойства следует утверждение (II). Действительно, если

участник а принадлежит исключительному множеству из утверждения (II) для

некоторого е > 0, то вектор χ + (е) обладает следующим свойством: если

/?<уе, то Bn(x+e))>&nia)f(a) и рп(х + (е)) <
рп

· е(&„(д)). Таким

образом, участник а принадлежит исключительному множеству из утверж-
1

дения (III) для η < — е. Доказательство завершено.

Задачи

Задача 1. Доказать теорему 1 без использования того факта, что

последовательность (/„) равномерно интегрируема (т.е. без

использования утверждения 1).
Указания. (1) Выбрать непрерывное представление

последовательности &„, существующее согласно утверждению 2(a), § 2.1: &(Л,«4, ν) -*

-►Τ и α„: Α-*Α,ν Пусть /W=/„°<V Показать, что почти везде в

А .\л(/п(а))Фф (применить к последовательности I/„ I лемму Фату).
(2) Использовать лемму 1 и перейти к подпоследовательности, как это

сделано в части (Ь) доказательства.

(3) Показать, что для каждого χ £ Rl+, для которого ρ -χ < ρ · е (& (а)),
х $&(а) Ls(/„(tf)) (аналог свойства (6) доказательства теоремы 1).
Вывести из этого факта, что ρ > 0.

(4) Вывести из (3), что последовательность ρ
· (/„ - е ° &) сходится

по мере к нулю.

(5) Вывести из (3) и (4), что последовательность (fn) сходится по мере

к вальрасовскому дележу </?(& (д), р) (использовать положительность ρ ипо-

казать, что Ls(fn(a)) =φ(&(α),ρ)). Завершить доказательство так же,

как в части (с) приведенного в тексте доказательства.

Задача 2. Доказать теорему 1 без использования леммы 1.

Указание. Следовать части (а) приведенного в тексте

доказательства. Показать, применяя теорему Каннаи (1970), что / является вальрасов-
ским дележом для экономики &. Или, иначе, показать, что / принадлежит
с-ядру предельной экономики &, и воспользоваться теоремой 1, § 2.1

(Гродал, 1971, теорема 5).
Задача 3 (обобщение утверждения 2). Пусть Q — компактное

подмножество в R+. Установить следующий результат: если

последовательность (£„) простых экономик с характеристиками из SPmo^Q
является чисто конкурентной и /„G С (&„) (/7=1,...), то

последовательность (/,|) ограничена.

Задача 4. Доказать утверждение 1, используя лемму Фату в

многомерном пространстве (лемма 3, D.II.4).
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Указание. Рассмотреть непрерывное представление
последовательности (&«). Тогда (утверждение 2, § 2.1) существуют такие экономика

\S\
и отображение ап: А -*Ап, что ν (α„ (£)) =

, S САп и &п = £„ © а„-*
I An I

-* & почти везде на А. Пусть /„: = Л, о а„. Ясно, что

Пусть функция /: A -*R' такова, что почти везде на Л/(д) G Ls (Л (я)) и

//с?у ^ Г. Использовать лемму 1 для доказательства того факта, что /
является вальрасовским дележом для экономики &. Этот факт
доказывается так же, как и в части (Ь) доказательства теоремы 1, только вместо

свойства (6) надо доказать следующее свойство: если дг^О и р-х<
< ρ · е (& (а) ), то почти везде на Аχ Ц & (а) /00. Из этого следует, что ρ > О

и ffdv = F. После этого применить последнее утверждение леммы 3 из

D.II.4.

Задача 5. Дать непосредственное доказательство следствия 3,

используя только лемму 1 (Винд, 1965).
Задача 6. Показать на примере, что дележ / из с-ядра экономики не

обязательно обладает свойством: если &(д) =&(д'), то f(a) ~/(я') или

/00 =/0*')> т.е. два участника одного типа могут получать различные наборы

товаров или же иметь от них различную полезность (относительно их

общего отношения предпочтения),
Пусть Г= {(^!,еу)9..., (<г, ег)\ — конечное множество

характеристик (типов) участников, где ^5/ выпуклы и монотонны, a ef > 0(/ = 1,...
..., г). Пусть щ — функция полезности для отношения ^</. Для каждого

дележа / экономики &:А -+Т обозначим через Щ (/) среднюю полезность

типа /, т.е.

W) = г^т Σ ιι,(/(β)),
\Αι\ Ai

где Αι = δ"1 (^</,ef·). Показать (без использования теоремы 1), что дчя

каждого е > О и каждого ι?> Ο существует такое целое я, что для каждой
экономики &: А ->Г, для которой \ А\ ^ η, выполняется неравенство

sup —т
Σ \{аеА;\\щ(Г(а))-щ(№)\ге\\^.

Пусть// = - Σ /(α). Если все отношения предпочтения <</ стро-
М/1 л(

го выпуклы, то для каждого е>0 и каждого ι? >0 существует такое п,

что для каждой экономики &: Л -*7\ для которой I Л | έ η, выполняется

неравенство
1

sup —- Σ \\aeAi\ \f(a)-fi\ Ze] \<η
/eC(fi) \A\ /=i

(Тильденбранд,Кирмен, 1973).
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Задача 7. Обобщить теорему 1 на случай, когда каждая коалиция
имеет производственное множество У, являющееся выпуклым конусом.
Задача 8. Показать, как упрощаются (и притом весьма значительно)

доказательства теорем 1 и 2 в случае, когда supp μ„
=

supp μ есть конечное
множество.

За дач а,9. Пусть JI - множество мер на3^тохб> Для которых
SCO

/β</μ> 0, где Q — ограниченное подмножество в R+. Доказать следующий
результат. Для каждого е > 0 существует открытое и плотное в JC

подмножество Μ ', обладающее свойством: если последовательность (&„) простых
экономик является чисто конкурентной и Нтм„€*#', то для каждого

/„£ С(&„) существуют такие равновесные цены рп€ Π (&„) (л= 1,...),
что

—— \ΙαΕΑη\\ίη(α)-φ(&η(α)9ρη)\*€}\ + 0.
\Ап I

Указание. Использовать теорему 1 и следствие 1 утверждения 4 гл. 2

(Диркер, 1973).
Задача 10. Установить следующий результат. Пусть

последовательность (&„) простых экономик с характеристиками в Τ С5^0 X R^
является чисто конкурентной на Т. Тогда для каждого /И£С (&„) существует
такой вектор цен ри£П (μ), что для каждого η > 0

—— | \аеАп\ dist [ίη(α\φ(&η(α\ρη)) >η\ |-*о,
'Ля I

где φ - такое полунепрерывное снизу отображение из Τ Χ Π (μ) в R7, что

φ(>,Ρ - е,ρ) Сф(>,ρ - е,ρ) для каждого (> , е,ρ) € Τ Χ Π (μ). Примеры
таких "полунепрерывных снизу расширений" отображения спроса φ
приведены в задачах 12 и 13 § 1.2.

Примечания к § 33

Первая предельная теорема о с-ядре сформулирована Эджвортом (1881,
с. 34—38). Он рассматривал последовательность реплицированных
экономик с участниками двух типов и двумя товарами и геометрически показал,
что с-ядро, которое он называл "окончательной точкой расчета на

договорной прямой", сходится к равновесию Вальраса, Так как этот метод,

модифицированный Боули (так называемый ящик Эджворта - Боули) и

ставший широко распространенным, был геометрическим, он существенно
использовал условие о наличии только двух товаров и только двух типов

участников. Современное и строгое изложение теоремы Эджворта было

предложено Дебре и Скарфом (1972) �

Связь между договорной кривой Эджворта и введенным в 1953 г. Джил-
лисом и Шепли понятием "с-ядра игры" была подмечена Шубиком (1959),
который обратил внимание на значение "Математической психологии"

Эджворта (1-881). Добавив предположение о трансферабельности
полезности, Шубик проанализировал предельную теорему Эджворта как для

с-ядра, так и для Н—М-решения. Дальнейшее развитие этого круга вопросов
с точки зрения теории игр лиц с трансферабельной полезностью было

предпринято Шепли (1959,1964) и Шепли и Шубиком (1969).
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Первое обобщение предельной теоремы Эджворта на случай
произвольного, но конечного числа товаров и типов участников было сделано Скар-
фом (1962). Окончательная форма предельной теоремы о с-ядре для реплн-

цированных экономик была предложена Дебре и Скарфом (1963). Их

доказательство просто и весьма красиво.
Общиц случай нереплицированных экономик стал изучаться только

после того, как Ауман (1964) ввел в рассмотрение континуальное

множество участников. Первый результат, полученный Каннаи (1970) в статье,

которая была известна в рукописи с 1964 г., хотя и имел предварительный
характер, но тем не менее стимулировал исследования в этом направлении.
В этой статье Каннаи впервые ввел метрику в пространстве предпочтений.
Это позволило ввести Гильденбранду (1970) ту систему понятий

(например, слабая сходимость распределений в пространстве характеристик

участников) и методов (например, непрерывное представление
последовательности простых экономик), которые изложены в этой главе. Однако
основной результат упомянутой статьи не является столь завершенным,

как результаты настоящей главы. Теорема 1 обобщает результат Бьюли

(1974), Доказательство теоремы 1 основано на неопубликованной статье

Гродала и Гильденбранда. Лемма 1 принадлежит Винду (1965). Следствие 3

и использование при его доказательстве "свойство равного распределения

товаров" принадлежат Дебре и Скарфу (1963). Теорема 2, утверждение 2

и лемма 2 принадлежат Бьюли (1974). Бьюли доказал утверждение 2 в

предположении строгой выпуклости отношений предпочтения. Тот факт,
что это предположение можно опустить, доказал Трокел (1974).

Следует упомянуть три различных способа получения предельных
теорем для с-ядра: способ Нишино (1971), способ Эроу - Хана (1971) и

способ Брауна — Робинсона (1972). Заключение Нишино аналогично

заключению теоремы 2. Однако его система понятий отличается от нашей.

Существенное различие между предельной теоремой Эрроу — Хана и

теоремой 2 настоящей главы состоит в том, что их предположение касается

последовательности пар (S«,/M), а не последовательности (&я) одних

экономик, как в настоящей главе. Эти предположения трудно поддаются

сравнению (см. Бьюли, 1974), Работа Брауна и Робинсона (1972) существенно

использует нестандартный анализ. Их предельная теорема является

частным случаем как теоремы 1, так и теоремы 3.

ГЛАВА4

ЭКОНОМИКИ С ПРОИЗВОДСТВОМ

§ 4.1. Введение

В предыдущих главах рассмотрение ограничивалось экономиками

чистого обмена: участники коалиции могли лишь перераспределять свои

начальные ресурсы. Теперь мы расширим эту модель, вводя в

рассмотрение также и возможности производства для каждой коалиции

участников. Производственные возможности каждой коалиции S участ-
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ников экономики описываются некоторым множеством пар затраты —

выпуск или производственным множеством Y$ коалиции 5.

Производственное множество Υ$ можно описать некоторым подмножеством
в пространстве товаров Rz, если мы примем следующее соглашение: у £

£ Ys CRZ означает, что коалиция S может произвести вектор выпуска
max (0,>0 при условии, что она располагает вектором затрат max(0, -у)
(таким образом, величины затрат представлены отрицательными числами,
а величины выпусков

— положительными).
Производственное множество Ys определяется как чирто

технологическими возможностями, так и общественными условиями широкого
плана. Оно может также зависеть от таких факторов или возможностей

участников коалиции, которые не содержатся в списке товаров, определяющем

пространство R'.

Важно понимать, что если вводится какая-либо связь между
производственными множествами Ys и Υγ двух непересекающихся коалиций S и

Τ с производственным множеством Υsot коалиции S U Τ (в
предположении, например, что Ys + >VC Ysut\ τ0 тем самым неявно вводятся

предположения о природе условий, определяющих производственные
множества.

Коалиционная производственная экономика определяется как

экономика обмена, в которой, кроме того, для каждой коалиции определено

производственное множество.

Соответствие Υ, которое каждой коалиции S пространства с мерой
(Α,*Α9ν) участников экономики ставит в соответствие непустое

подмножество Υ (5), называется производственным соответствием.

Для коалиционной производственной экономики с-ядро определяется
аналогично определению 2 из гл. 2. Однако при попытке распространить
на коалиционную производственную экономику понятие равновесия по

Вальрасу возникает принципиальная трудность. Неясно, вообще говоря,
как определить богатство участников экономики. Точнее говоря, если

имеется вектор ρ и если стоимость ρ
· У полного производства У отлична

от нуля, то совершенно не ясно, как следует распределить эту стоимость

ρ-У между участниками экономики. Если производственное соответствие
Υ аддитивно, то существует простой и вполне определенный способ

распределения общего дохода ρ-у. В этом случае мы можем определить
понятие "равновесие по Вальрасу". Непосредственно из этого определения

следует, что каждый вальрасовский дележ принадлежит с-ядру
(утверждение 2). Обратно, если коалиционная производственная экономика

является неатомической, то каждый дележ из с-ядра является вальрасовским

дележом (теорема 1).
Существование вальрасовских дележей для коалиционной

производственной экономики устанавливается в теореме 2.

В § 4.3 мы приводим хорошо известные результаты об эффективности
по Парето для экономик, множество участников которых есть

пространство с мерой.
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§ 4.2. Коалиционная производственная экономика

Для того чтобы определить с-ядро экономики с производством, нужно

прежде всего определить для каждой коалиции S множество тех пар

затраты
— выпуск, которые может реализовать коалиция 5. Это множество

возможных пар затраты
—

выпуск, или производственное множество,

можно описать подмножеством Y$ пространства товаров. Величины

затрат выражаются отрлцательными числами, а величины выпусков
-

положительными. Если для каждой коалиции S определено ее

производственное множество Ys, то мы приходим к понятию "коалиционная
производственная экономика".

Определение 1. Экономика обмена &(А,чЛ ,*0 -+&XR1 вместе

с производственным соответствием Y: *A-+Rl называется коалиционной

производственной экономикой и обозначается (£, Y). Дележ/ для

экономики £ называется д0сгаип/л<ьш по отношению к полному

производственному множеству Υ (Α), если

ffdvefedv +Υ(4).

Подчеркнем, что в коалиционной производственной экономике товары,

которые относятся к различным типам труда, становятся существенными,

и поэтому множество потребления Х(а) участника экономики, как

правило, отлично от положительного ортанта.

с-ядро коалиционной производственной экономики. Для коалиционной

производственной экономики.с-ядро определяется так же, как в гл. 2.

Дележ не принадлежит с-ядру, если существует коалиция 8г которая,
используя свой начальный ресурс /си свое производственное множество

s

Υ (5), может улучшить положение каждого из своих членов. Таким

образом, с-ядро есть такое множество достижимых дележей, что никакая

коалиция не может улучшить ни одного из них. Формально мы имеем

следующее определение.

Определение 2. Пусть / - дележ для коалиционной
производственной экономики (£, Υ). Коалиция S может улучшить дележ /, если

существует для £ такой дележу, что:

(I) g(a) >af(a) почти везде в S;

(II)^(5)>0, fgdve fedv+Y(S).
s s

Множество всех достижимых дележей для коалиционной

производственной экономики (£,Y), которые ни одна коалиция из Λ улучшить
не может, называется с-ядром экономики (£, Υ) и обозначается С(£, Υ).

Обобщая случай чистого обмена, мы хотим показать, что дележи из

ядра большой коалиционной производственной экономики (£, Υ) можно

децентрализовать с помощью подходящим образом выбранных цен.

Прежде всего нам потребуется понятие "равновесие", которое
распространяет на коалиционную производственную экономику понятие
"равновесие по Вальрасу", определенное для экономики обмена в гл.2.

Следовательно, нам нужно определить богатство каждого участника.
Напомним, что количество труда, которое участник экономики

собирается предложить, есть часть его плана потребления. Следовательно, в

стоимость его плана потребления входит доход от труда.
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Если имеется система цен р, то очевидно, что стоимость ρ
· еа

начального капитала участника а составляет часть его богатства. Далее, стоимость

ρ-У полного производственного плана может быть отличной от нуля.
Тогда эта величина должна быть распределена между участниками из Л.

Естественно, что коалиция S претендует по меньшей мере на величину

sup ρ у\ так как при ценах ρ она может получить эту величину, исполь-

yers

зуя лишь свои производственные возможности. Такое распределение
общего дохода может оказаться как возможным, так и невозможным. Для
того чтобы избежать всех этих тонких проблем, ограничим наше

исследование крайне упрощенным случаем, а именно случаем, когда
производственное соответствие Υ аддитивно. Даже если все производственные
множества являются конусами (и, таким образом, в равновесии прибыль
всегда неположительна) и в определении вальрасовского дележа трудностей
не возникает, предположение об аддитивности является основным. Без

аддитивности производственного соответствия Υ с-ядро может оказаться

строго больше, чем множество вальрасовских дележей для неатомической

экономики (см. задачу 1).
Аддитивные производственные соответствия и индивидуальная прибыль.

Производственное соответствие Y:*A-+Rl называется аддитивным, если

для каждой последовательности (£/) попарно непересекающихся
элементов из Л выполняется равенство

γ( и ад- ς Y(s,).
/= 1 i= 1

Для аддитивного производственного соответствия Y:*A-+Rl, которое
абсолютно непрерывно относительно меры ν (т.е. если ν (5) = 0, то Υ (S) =

={0l ), богатство участника определяется легко и однозначно.

Действительно, положим для каждой коалиции

n(S.p): = Mip\p-y\yeY(S)\.

Отображение П( · >р)\Л -*КС#°°Называется коалиционным

распределением прибыли при данных ценах р. Легко проверить, что П( · ,р) счетно-

аддитивно. Кроме того, Π(·,ρ) абсолютно непрерывно относительно

меры ν, так как очевидно, что из v{S) =0 следует П(5,р) =0.

Следовательно, по теореме Радона — Никодима (D.I, (25)) существует такая

измеримая функция π ( · ,р) A ->R U {°°i , что для каждой коалиции S €*/ί

выполняется равенство

П(5,р) = / v(-,p)dv.
s

Эта функция π(·,ρ): Л -*R u{ «>} называется индивидуальным
распределением прибыли; она определяется коалиционным распределением
прибыли П( · ,р) с точностью до у-эквивалентности.

Равновесие по Вальрасу для аддитивной коалиционной
производственной экономики. Пусть (&] Y) - такая коалиционная производственная
экономика, что Υ аддитивно и абсолютно непрерывно относительное. Пусть
тг( · ,р) обозначает индивидуальное распределение прибыли, определенное
.отображением Υ.
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Определение 3. Дележ / называется вальрасовским дележом для

коалиционной производственной экономики (&, Υ), если существуют

такие вектор цен pG R7, ρ Φ 0, и производственный план fEY (А), что:

(a) почти везде в А Дя) есть максимальный элемент по отношению

>а в бюджетном множестве \xGX(a) I р(х <
ρ -е(а) +π(α,ρ)\ ;

(b) ρ · у
= max py\

(c) ffdv = fedv + у.

В этом случае тройка (f,7,p) называется равновесием по Вальрасу в

экономике (&, Y).
Дележ /называется квазивалърасовским, если существуют такие вектор

цент? £ R7, Ρ =£ 0, и план производства J £ Υ (Α), что

(а')п.в.вЯ Да) принадлежит бюджетному множеству

\хеХ(а)\р-хйр- е(а) + п(а,р)\,

и если inf ρ*Х(а) <р-е(а) + тг(я, ρ), то f(a) является максимальным

элементом в бюджетном множестве по отношению > а\

(Ь) ру = max ρ
· >ν

yGY(A)

(c)ffdv = fedv+y.
Мы покажем, что при весьма общих предположениях относительно

коалиционной производственной экономики (&, Y) каждый дележ из ядра

является квазивальрасовским (теорема 1) и что квазивальрасовский
дележ существует (теорема 2). Показать, что квазивальрасовский дележ

на самом деле является вальрасовским, без дополнительных

предположений нельзя, так как множество участников, для которых ϊηίρ·Χ(α) =

= р-е(а) + π (α, ρ), может иметь положительную меру.
В § 2.2, где предполагалось, что отношения предпочтений монотонны,

вектор цен р, соответствующий квазивальрасовскому дележу, был строго
положительным. Поэтому, если inf ρ · R+ = ρ · е (а), то

{хеК1+\Р'хйре(а)\ = [0\.

Из этого очевидно, что каждый квазивальрасовский дележ является

вальрасовским. Для коалиционной производственной экономики ситуация
становится более сложной; не каждый товар необходим каждому
участнику, и поэтому равновесные цены могут быть равны нулю. Для того
чтобы преодолеть эту чисто техническую трудность^ мы вводим понятие

"неразложимая экономика".

Неразложимая экономика. Коалиционная производственная экономика

(&, Υ) называется неразложимой, если для каждого разбиения {S, Т)
множества участников (А, Л, ν), где 0 < ν (S ) < 1, и для каждого

достижимого дележа / существуют такой дележ h и план производства у £ Υ (Τ),
что/(е -h)dv+y + ffdv принадлежитf\xEX(a) \ χ >af(a)]dv.

τ s s

Неразложимость экономики означает, что потребление f(a) каждого

участника коалиции S может быть улучшено, если участники коалиции Τ

объединятся и при этом выживут, т.е. потребят И (а) €Х(а) и произведут
у G Υ (Γ). Очевидно, что если все товары желательны и если каждый участ-
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ник обладает по крайней мере одним товаром в положительном

количестве, то экономика неразложима.

Утверждение!, Пусть (&, Y) - неразложимая коалиционная

производственная экономика и (f,y,p) -

квазивальрасовское равновесие
для (&,Y). Тогда v{a£A\ inf ρ - Х(а) =

р- е(а) + π(α,ρ)\ равна либо О,

либо 1.

Доказательство. Пусть Т={сЕА I inf ρ · Х(а) =р · е(а) +

+ я (а, р)] . Предположим, что 0 < ν (Г) < 1, и положим S:=A\T. По

определению Гдля каждого дележа h имеем

ρ·/(«-Λ) + π(7»<0. (1)

По определению неразложимости существуют такие дележ h и план

производства у G Υ (7), что

/ (е- h)+y+ff принадлежит f\xGX(a) \x >af(a)\ .

τ s s

Таким образом, существует такой дележ/', что

ff' = f(e-h)+y+ff (2)
ST S

ип.в.на£

f'{*)>*№. (3)
Так как / - квазивальрасовский дележ и S = А\Т, из (3) получаем, что

n.B.HaS p-f\a)>p-fo).
Следовательно,

p.ff>P-ff. (4)

Но из (2), (1) и определения П(Т,р) получаем

P'fff!SP'He-h)+p-y+p-ff<p-f9
ST S S

что противоречит (4). Доказательство завершено.

Утверждение 1 показывает, что в неразложимой коалиционной
производственной экономике (&, Y) квазивальрасовский дележ на самом деле

является вальрасовским при условии, что мы исключим из рассмотрения

особый случай равенства

inf ρ · fX =

p fe + U(A,p).

Например, если предположить, что существуют такие общий план

потребления xEfX и общий план производства yEY(A), что

x<fe+y,

то ясно, что если каждый вектор цен ρ отличен от нуля, то особый случай
будет исключен. Приведенное выше неравенство означает, что для данных

общего начального ресурса fe и общего производственного множества

Υ (А) экономика может произвести любого потребительского блага

несколько больше, чем это необходимо для выживания всех участников, и

это возможно даже в том случае, когда в производстве товаров не исполь-
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зуются как малые количества каждого вида труда, например минута, так

и малые количества других первичных факторов.

с-ядро и вальрасовские дележи. Как и в случае экономики обмена,

непосредственно из определений 2 и 3 следует, что каждый вальрасовский

дележ принадлежит с-ядру.

Утверждение 2. Каждый вальрасовский дележ экономики (&, Y)
принадлежит ее с-ядру.
Доказательство. Пусть/ — вальрасовский дележ, не

принадлежащий ядру (£, Y). Тогда существует коалиция S, которая может улучшить/,
т.е. в £ существует такой дележ g, что:

(I) почти везде в S g(a) >a f(a);
(II) p(S)>09 fgefe + Y{S).

s s

Ввиду (I) и определения вальрасовского дележа существует такой

вектор цен ρ Ε Rz, ρ Φ О, что почти везде в S

P'e(a) + n(a,p)<p-g(a).

Следовательно, Π (£, ρ) = /π( ·, ρ) < ρ
· f(g - е). Но так как f(g - е) Ε

s s s

G Y(S), последнее неравенство противоречит определению П(5, ρ).
Доказательство завершено.

Перейдем теперь к более трудному включению. Мы покажем, что в

неатомической и аддитивной коалиционной производственной экономике

каждый дележ из с-ядра можно децентрализовать подходящим образом
выбранным вектором ц^я.

Теорема {.Пусть коалиционная производственная экономика

такова, что выполнены следующие условия:

(а) экономика £: (A, <A,v)-+ &\ns X R7является неатомической;

(β) соответствие Υ: Λ -* R7 аддитивно, выпуклозначно и абсолютно

непрерывно относительно v.

Тогда каждый дележ из с-ядра экономики (£, Y) является квазиваль·

расовским.

Доказательство. Пусть дан дележ / из с-ядра экономики (£, Y);
определим соответствие φ: (Α,*Λ ,v) -*R7, положив

ф(а):=\хЕК1\х+е(а) >a №\ .

Аналогично доказательству теоремы 1, § 2.2 можно показать, что график
соответствия φ измерим. Так как / интегрируема и отношения

предпочтений локально ненасыщенны, из теоремы об измеримом селекторе
(теорема 1, D.II.2) следует, что Χψ Φ φ.

Так как производственное соответствие Υ: Λ -*R7 аддитивно,
выпуклозначно и абсолютно непрерывно относительно ν, из теоремы 8(D.IL4),
следует, что существует такое соответствие η: A -+R1, что для каждого

S Ε чЛ выполняются условия

/r?CY(S),
s

cl(/r?) = cl(Y(5)).
s
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Рассмотрим теперь множество Ζ С R
, определенное следующим

образом:

Z:- U (ίΦ-Ιη).
\se*\v(s)>o\ s s

Так как пространство с мерой (А, Л , ν) неатомично,из теоремы
Ляпунова следует, что множество Ζ выпукло (предложение 5, D.II.4).

Покажем, что θφΖ. Действительно, в противном случае существовали
бы такое множество S € А , где ν (S) > О, и функция g G £ψ, что

/^/r?CY(5),

Но тогда коалиция S могла бы улучшить дележ/, так как дележ h=g + e

обладает свойствами

fheY(S) + fe, h(a) >af(a) почти везде в S,
s s

а это противоречит предположению о том, что / принадлежит с-ядру
экономики (£, Y).

По теореме об отделимости (C.I, (11)) существует такой вектор ρ £ Rz,
ρ Φ 0, что для каждого z^lZ

О ^ρ·ζ.

Следовательно, для каждого S Е*Ли для каждых>> Ε /η и х€ f ψ имеем
s s

неравенство р-у £ ρ -χ. Так как cl( f ц) = cl(Y(S)), для каждсго S Е<А

получаем s

p-Y{S)< Π(5,ρ)<ρ·/ψ.

Итак, поскольку «£ψ Φ φ, мы доказали следующие утверждения:

(1) Π (А, р)<°° и, следовательно, тг(-, р) является интегрируемой
функцией из А в R (D.I, (25));

(2) для каждогоS е<А П(5,р)
< infip-;c|jcG /ψ}.

Докажем теперь, что из (2) следует утверждение

(3) почти везде в А для каждого хЕф(а) я (я, р) < р-х, т.е. для

каждого χ >а f{a)

ρ · е(я)+тг(я,р)< ρ χ.

Действительно, так как операции взятия инфимума и интегрирования
можно поменять местами (D.II.4, утверждение 6), мы имеем

inf \рх \xef\p\ = /(inf ρ ·<ρ).
s s

Следовательно, из (2) получаем, что для каждого S Ε Λ выполняется

неравенство

/ir(.,p)=n(S,p)< Rlnfp-φ).
s s

из которого следует (3).
Покажем теперь, что f(a) принадлежит бюджетному множеству, т.е.

что почти везде в А выполняется неравенство p-f(a) < р-е(а) +тг(я,р).
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Так как отношения предпочтении локально ненасыщенны, из (3) следует,
что почти везде в А

р-е(л) + тг(л,р)< p-f(a).

Далее, если существует такое множество Μ, что ν (Μ) > 0 и для всех а ЕМ

р-е(а) +π(α,ρ) < ρ-/(α),το

p.fe + n(A\p)<pff
А А

и, следовательно,

р-/(/-е)>П(Л,р).
А

Но так как / (f-e) Ξ Υ (А),.последнее неравенство противоречит опре-
А

делению Π (А, р).
Таким образом, мы показали, что f(a) принадлежит бюджетному

множеству и что каждый χ >αί(β) стоит не меньше, чем стоит /(а). Теперь
обычными рассуждениями можно показать, что если infρ · Х(а) < р-е(а) +

+ π (α, р), то дележ f(a) на самом деле является максимальным элементом

в бюджетном множестве.

Покажем, наконец, что f(f-e) максимизирует прибыль на Υ (Л).
А

Действительно, мы показали, что почти везде в А

р-Г(а) = р-е(а) + тт(а,р)

и, следовательно,

р./(/^)=П(Л,р).
А

Доказательство завершено.

Существование вальрасовских дележей.

Теорема 2. Пусть выполнены условия:

(а) Экономика £: (А, Л , ν) -* S^ X Rz является выпуклой.

(β) Производственное отображение Y:A-+Rl аддитивно и абсолютно

непрерывно относительно v\ для каждого S Ε %Л множество Υ(S) выпукло
и содержит 0; общее производственное множество Υ (А) замкнуто; Υ (Α) Π
Π R[ = {0 I {невозможность производства без затрат); Υ (Α) Π (-Υ(Α)) =

= {θ1 (необходимость производства); если χ й уи х, у£ fX,To x —у Ε

Ε /Α Υ (4) (возможность свободного уничтожения потребительских благ).
(у) (е(а) + /Α Υ (Α)) ПХ(а) Φ φ (совместимость индивидуальных

потребностей и ресурсов с общими производственными возможностями).
Тогда в коалиционной производственной экономике (&, Υ) существует

квазивальрасовский дележ.

Замечание. Если пространство с мерой (А, Ж, ν) является простым,

т.е. \А\ <°°, то предположение о возможности свободного уничтожения
потребительских благ не требуется. В этом случае необходимо только

предполагать, что множество Υ (А) не ограничено.
Доказательство. Идея доказательства проста: для вектора цен ρ

рассматривается множество избыточного спроса Ζ(ρ) и затем делается
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попытка применить теорему о неподвижной точке (С .III, (15)) к

отображению Z. Однако здесь возникают принципиальные трудности. Нет никаких

причин для того, чтобы равновесный вектор цен был строго
положительным или хотя бы неотрицательным. Мы знаем только, что равновесный
вектор цен, если он вообще существует, принадлежит поляре
асимптотического конуса множества Y(A). Действительно, поскольку /АУ(Л) С Υ (А)
(С.Ш, (8)), это следует из условия (В) определения 3. Итак, положим

/>:=( МУ(Л))°.

Но для вектора цен рЕ/> бюджетное множество может быть

неограниченным, и, следовательно, множество спроса может оказаться пустым. Кроме
того, так как общее производственное множество неограничено,
отображение

t(p): = iyeY(A)\p-y = maxp-Y(A)\

может не быть полунепрерывным сверху на Л

Для того чтобы преодолеть эти трудности, нужно усечь множества

потребления и производственные множества, а затем осуществить предельный
переход. К сожалению, этот путь несколько усложняет доказательство.

Мы хотим сузить производственное соответствие Υ таким образом,
чтобы суженное отображение по-прежнему оставалось аддитивным. По-

видимому, наиболее простой способ осуществить это сужение состоит в

том, чтобы воспользоваться теоремой Радона-Никодима (теорема 8,
D.II.4) и затем сузить производную Υ.

Так как производственное соответствие Υ: Λ -*R7 предполагается
аддитивным, выпуклозначным и абсолютно непрерывным относительно

меры ν, существует (теорема 8, D.II.4) такое выпуклое и замкнутозначное

соответствие η: A-+R1 с измеримым графиком, что для каждого S £<Л

cl(/r?) = cl(Y(5)).
s

Таким образом, П(£, р) := supp · Y(S) =

supp· /τ?. Но имеет место ра-
s

венство supp
· /ι? = j supp · η (предложение 6, D.II.4). Следовательно,
s s

supp· τ? есть производная Радона-Никодама для Π(·, ρ), и для индави-

дуального распределения прибыли мы получаем почти везде в А

7r(fl,p)=SUpp7?(tf).

Так как по предположению 0 £ Y(£), мы получаем Π (£, ρ) > О, и, следо:

вательно, почти везде в Α тг (д, ρ) ^ 0. Далее, так как π (я, ρ) = supp
· τ? (α)

и η (α) замкнуто и выпукло, должно быть 0 Ε η (α).
Определим теперь для каждого целого к = 1,... и каждого участника

а Е А усеченное множество потребления Хк (а) равенством

Хк (а) : = Х(а) Π к [{х 6 R'| xh < | е (а)\ + 1 (h = 1,.. .
, е)\ + A\Y(A )]

и усеченное производственное множество т?*(я) равенством

г\к{а)-\уеп(а)\-к й у* ί к (А= 1,... , /)}.
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Мы определяем усечение множества потребления столь сложным

способом для того, чтобы для каждого к выполнялось условие

(у)к (*(*)+ /Ь\(А))ПХк(а)Фф,

которое следует из условия (γ) и которое нам потребуется ниже.

Заметим, что усеченное множество потребления Хк(а) ограниченно;
это следует на основании теоремы 10 из СИ и из предположения о том,

4toY(^)ORJ. = }0}.
Сужение отношения >а на усеченное множество потребления Χ]ς(β)

будет снова обозначаться >а.

Для отображения т?*: A -*R7 и вектора цен р£Р определим

распределение благосостояния равенством

™к(а,р)-р - е(а) + тм\р - г\к{а)\.

Функция wk (·, ρ) : А -» R измерима (предложение 3, D.II.3), а функция
wk(a, -):-P-->R непрерывна (следствие теоремы 3, В.III). Далее, так как

0Ет?Л(л), из свойства (у)к следует, что для каждого рЕР почти везде

в А выполняется неравенство

infp-Xk(a)u wk(a,p),

и, следовательно, усеченное бюджетное множество непусто, т.е.

(1) для каждого рЕР почти везде в А хЕХк(а)\р χ = wk(a9 р)\ Фф.

Обозначим через Ф*(р) средний квазиспрос в усеченной экономике,

т.е. положим

Покажем, что

(2)^Ф*(р) - непустое, выпуклое, компактное множество, а

соответствие Ф*. · Ρ -* R7 полунепрерывно сверху.
Из (1) следует, что индивидуальное множество квазиспроса*)
$(Xk(a)9>a,wk(a,p),p)

непусто. Так как функция wk(a, ·) непрерывна (следствие 2

утверждения 3, § 1.2), для фиксированного участника a Ε А соответствие

квазиспроса φ замкнуто как функция р. Так как φ интегрально ограничено
(причем равномерно по ρ ЕР), мы можем применить утверждение 8, D.II.4.

В результате получим, что средний квазиспрос Ф*(·) замкнут в каждой
точке рЕР. Нетрудно показать, что при фиксированном векторе цен ρ Ε Ρ

соответствие квазиспроса φ имеет измеримый график. Поэтому из

теоремы 2, D.II.4 следует, что интеграл Фк(р) непуст. Так как соответствие

Ф^ (р) принимает значения из ограниченного множества fXk, это означает,

что Фк(Р) компактнозначно и полунепрерывно сверху. Наконец,
выпуклость Фк(р) следует из теоремы 3, D.II.4 и предположения о том, что

отношения предпочтений выпуклы на атомах пространства участников

*)То есть множество потребительских наборов в усеченной экономике,
удовлетворяющее условию (а') определения 3. (Примеч. пер.)
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Положим

Интеграл $г\к от выпуклозначного и замкнутозначного соответствия г\к
является непустым, выпуклым и компактным множеством (теорема 2

и предложение 7, D.II.4). Кроме того, соответствие фк выпуклозначно и

замкнуто при каждом ρ G Ρ (следствие теоремы 3 из В.Ш).
Итак, мы доказали следующее свойство отображения фк :

(3) соответствие фк:. Ρ -*Rl выпуклозначно, компактнозначно и полу-

непрерьюно сверху.

Рассмотрим теперь средний избыточный спрос Zk в усеченной
экономике, т.е.

Ζ*(ρ):=Φ*(ρ)-Ιβ-φ^ρΧ реР.
Мы имеем:

(4) соответствие Zk из Ρ -+R1 выпуклозначно, компактнозначно и

полунепрерывно сверху;

(5) для каждого ρ € Р2 должно быть p-Zk(p) < 0.

Действительно, свойство (4) следует из свойств (2), (3) и

предложения 5, В.Ш.
Нам остается показать, что ρ

· Zk (ρ) й 0. Пусть ζ SZk (ρ), т.е.

ζ = ff-y-fe,

где f(a) e $(Xk(a), >a, wk(a, p),p) ny€ фк{р). Далее, почти везде в А

выполняются условия

Ρ ·/(*)= ре(а) + тьхр-ъ(а) и ρ -у
= тзхр · /%.

Таким образом,

Р*// = p-fe + fmdxp.vk(a).

Согласно предложению 6, D.II.4, имеем равенство тзхр
· / г\к

= J max/) · %.

Следовательно, ρ · ζ £ 0, что и доказывает свойство (5).
Ввиду предположения о необратимости производства Ρ не является

линейным подпространством.

Поэтому мы можем к соответствию Zk\ Ρ -> Rl применить теорему о

неподвижной точке (СЛ, (15)). Это значит, что существует такой вектор

рк € Ρ (\рк\ = 1), что Zk(рк) Π Ρ° Φ φ. Следовательно, существуют
такие дележ fk и вектор yk€Y(A), что:

(6) почти везде в A fk (а) € φ(ΧΗ (а), >а, wk (α, рк) 9рк);

(7) Рк-Ук9™**рк-!пк\

(8) ffk-Je-yke *Y(4).

При выводе свойства (8) использован тот факт, что Ρ
°
= ( /ΑΥ (Л))00 =

= AM(А) (СИ, (12)).
Теперь докажем следующее свойство:

(9) последовательности (ffkdv) и (ук) ограничены.
Согласно (8), мы имеем ffk Ε JXf) fe + Υ (A) +P0. Таким образом,

ввиду СИ, (10) необходимо показать, что

U*)n A\(fe + Y(A)+P°)=lO\.

Из| ограниченности снизу /^следует, что /А( fX) С R+. Так как М¥£4) =
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= Р°, из СП, (7) и СИ, (8) вытекает, что ( fe + Υ (А) +/>0) = /& Υ (А).
Наконец, так как по предположению R+ Π Υ (А) = \0\, должно быть R[ Π
Π A\Y(/l)=lO!. Следовательно, последовательность (ffkdv)
ограничена.

Для того чтобы показать ограниченность последовательности (ук),
используем снова свойство (8), из которого получаем

ykeY(A)nffk-fe-J*Y(A).
Как и раньше, используя тот факт, что Υ (Α) Π (- ΛΑΥ(4)) = ίθ}, легко

показать, что пересечение асимптотических конусов равно {0{.
Так как последовательности ( ffk), yk и рк ограничены, не умаляя

общности, можно предположить, что они сходятся:

//*-**. Ук^У, Р*-Р\ Р**0.

Так как общее производственное множество предполагается замкнутым,

должно бытьд>£ G Υ (А) = cl /т?, и потому^ Ε Υ (А). Кроме того,

(10) р* -у
= maxp* Υ(Α).

Действительно, в противном случае нашелся бы такой вектора € Υ (Л),
что р*-у <р*-у. Так K&KyGY(A) = с1/т?, существует такая

последовательность \gq] ограниченных функций из £η, что у
= \imfgq. Таким обра-

я ■

зом, для достаточно больших к fgq принадлежит /т?*. Но для достаточно
больших q и к имеет место неравенство рк ~ук < .у*

· fgq, которое

противоречит (7).
Положим

nk(a):=sup\pk -у \у €%(*)}, α<ΞΑ,

и покажем, что

(11) существует такая подпоследовательность последовательности

(пк (')) > которая сходится почти везде на А к π (·, ρ*).
Как показано выше, π(α, ρ*) = supjp* • .yl.y £ т?(д)}. Теперь легко

проверить, что

(12) π(α,ρ*)ύ Hminf тг^я).
*

Следовательно, по лемме Фату (D.I, (19))

/π(·,ρ*) ^ /liminf nk й ton inf/тг^.
к к

Ввиду предложения 6, D.II.4 и свойства (7), кроме того, имеем

/supРк ·

*?*
=

supp*
· fVk^Pk-Ук-

Но последовательность (р* -у*) сходится κ р*-У, а ввиду свойства (10)
и утверждения 6, D.II.4 последняя величина равна тахр* · cl/τ? = /supp* · η =

= /π (α, ρ*). Таким образом, должно быть

/π (·,ρ*)= /liminfπ*,
к

откуда с учетом (12) следует, что почти везде в А

я(я,р*)= Ит inf пк(а).
к
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Свойство (11) теперь следует из теоремы Шеффе (D.I, (22)), поскольку

/lim inf пк ψ lim fnk.
к к

Так как последовательность (Д) равномерно ограничена снизу и так

как /Д -+Ь9 можно применить лемму Фату в многомерном пространстве

(лемма 3, D.II.4). Таким образом, существует такая функция/*: A -+R1,
что почти везде в А

/•(*)€=Ls(/*(e)), //·< Ъ.

Оставшуюся часть доказательства составляет проверка того факта,
что /

*
— квазивальрасовский дележ.

Так как почти везде в А

Д (а) € φ (Хк (а\ > а, wk (а, рк\ рк)9

Wk(a,pk)-+p*-e(a) + n(a,p*)9

из замкнутости отношения квазиспроса (следствие 2 утверждения 3 § 1.2)
следует, что почти везде в А

/*(α)Εφ(Χ(α), >а>w(a9p*\ ρ*).

Для завершения доказательства остается показать, что план

производства

максимизирует прибыль на Υ04). Положим z = ff*-y -fe, так что

>>*=7 + ζ, и покажем,что ρ* -ζ =0.

Из локальной ненасыщенности отношений предпочтения следует, что

почти везде в А

Ρ*·/*(«) = Ρ*·Φ) + π(α,ρ*).

Следовательно,

Р* z = fp*-f* -ρ* -у -ρ* fe = fsupp* .η-supp* -/т? = 0.

Ввиду (10) из этого равенства следует, что р*-у*= supp*· Υ 04).
Остается показать, что y*€Y(A). Так как JTG Υ (Л), достаточно показать, что

ζ Ε ftY(4).Тогда
ζ = (Ит/Д-7~/е)-(lim/Д-//*).

Первое слагаемое правой части принадлежит ftY(^4) согласно (8). Вектор
(lim/Д ~ //*) не меньше нуля, а его положительная координата должна
быть потребительским благом. Из предположения о возможности свобод
ного уничтожения потребительских благ следует, что

- (lim/Д-//·)€ ΛΑΥ(Λ),
и, следовательно,

ze /ьу(А).

Заметим, что для простого пространства с мерой имеет место равенство

(lim/Д-//*) =0; следовательно, в этом случае нет необходимости

предполагать возможность свободного уничтожения потребительских благ.
Доказательство завершено.
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Задачи

Задача 1. Доказать, что для неатомической коалиционной

производственной экономики, не являющейся аддитивной, с-ядро может быть строго

больше, чем множество вальрасовских дележей.

Указание. А = [0, 1]. Пространство товаров есть R2. Начальный
капитал постоянен на Λ и / ed\= (2, 0). Отношения предпочтений

определяются следующей функцией полезности: если а е | υ,
— J, то

м„(х): =

( · ί3 1 2 Ц

1

1>
1

если χ й
— х2г —

1

4

3min(— χ1 в противном случае,

а если aG [Ито

иа(х) :=min Jjc'.x2! .

Производственное соответствие Y: 33 [0,1] -*R* определяется следующим
образом:

Υ (5) = yew

^(-ζ'Λζ^Ο,ζ'^Ο,

ζ2 = 2 · λ№4"
(1) Соответствие Υ не является аддитивным.

(2) Тройка/: A ->R*, где /(*) = (1, 1),р=(1,1) и>>=(-1, 1), есть

единственное равновесие по Вальрасу.

(3) Дележу: A ->R2+9 где g (а) = (О; 0) дляле]0,
- и#(д) = (2,2)

Г 1 1 . I 2 J
дляа€ —

, 11, принадлежит ядру (Бем, 1973).

Задача 2. Пусть С — выпуклый конус с вершиной 0 в R/+w. Будем
рассматривать Скак производственное множество, доступное любой

коалиции экономики &. Предположим далее, что для товаров А (/ < А < т) нет

рынка. Пусть е(а) GRW- начальный вектор этих товаров, которыми
владеет участник а. Эти начальные ресурсы находятся в индивидуальном

владении и не подлежат обмену.
Производственное множество Y(S) коалиции S в пространстве

товаров R7 определяется сечением

Y(S)=\yeRl\(y9fedv)eC\.
s

Показать, что так определенное производственное отображение
супераддитивно, т.е. для любых двух непересекающихся коалиций выполняется

включение Υ (5) + Υ (Τ) С Υ (S U Г). Если т > 1, то Υ может оказаться

неаддитивным.

Задача 3 (существование равновесия по Вальрасу в экономике с

частной собственностью). Предположим, что имеется фиксированная со-
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вокупность производственных единиц, каждая из которых представляется

производственным множеством У), и что прибыли этих производственных
единиц распределяются между потребителями определенным образом. Это

приводит к понятию экономики с частной собственностью, которая
формально определяется как набор

[&:{AbA>v)-+ #XR', Yl9...,Yn9 β,,.,.,β,,],

где Yf С R1 -

производственное множество j-й производственной единицы,
a Of: А -* R — интегрируемая функция, для которой fQjdv = 1; эта функция
описывает долевое распределение прибыли /*-й производственной единицы

между потребителями. Доказать следующую теорему.
Пусть экономика с частной собственностью обладает следующими

свойствами :

(а) Отображение £: (А, Л, v)-* ^ins х Я1 выпукло\
(β) О Ε Уу (возможность бездействия );

совокупное производственное множество Υ= Σ Yj замкнут и

выпукло; ,

' = *

У Π Rj. = JO} (невозможность производства без затрат);
у П (-У) = JO} (необратимость производства).
(у) Если χ ^ у и х, у G fX9 то х — у Ε /ΑΥ (4) (возможность

свободного уничтожения потребительских благ) и (е (а) + MY) Π Ζ(α) =£ 0.
7Ъг£а существует квазивальрасовское равновесие, т.е. такие дележ f

в &, план производства yj Ε Yj (j = 1, ..., η) и вектор цен ρ Ε R7, ρφ 0,
что:

(a) почти везде в A f(a) принадлежит бюджетному множеству

\хеХ(а)\р'хйр-е(а)+ Σ θ,·(α) · supp . Yf\,

w если выполняется неравенство

η

infp · X(я)< ρ · e(я) + Σ 0;· (α) · sup ρ · У/,
/ = ι

го /(а) является максимальным элементом в бюджетном множестве в

смысле отношения >а\
(b) р^тахр-У,·;

(c) //=/е+ Σ j,,.

Указание. Пусть

ι?(α):
= *Σ 0,(д)сопуУ

/ = ι

(conv обозначает замкнутую вьшуклую оболочку) и

Y(S)=fV(a).
s

Показать, что так определенная коалиционная производственная экономика
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имеет те же самые общее производственное множество и функцию
распределения благосостояния, что и данная экономика с частной

собственностью, т.е.

Л?= Σ Yh
/ = 1

supρ · ι? (a) = Σ 0, (a) · sup ρ · У).
/=ι

(Использовать для этого задачу 5, D.II.4.) После этого применить
теорему 2. Другими словами, доказать эту теорему непосредственно, используя
те же методы, что и при доказательстве теоремы 2.

Примечания к § 4.2

оядро для экономики с производством впервые было определено

Дебре и Скарфом (1963). Они предполагали, что каждая коалиция имеет

одно и то же производственное множество, которое является выпуклым

конусом. Это предположение было обобщено Скарфом в двух
неопубликованных статьях (1963а, 1963b). Материал этого параграфа взят из статей

Гильденбранда (1968,1970b).
В этом параграфе мы рассматривали исключительно коалиционную

производственную экономику с аддитивным производственным
отображением. Неаддитивный случай значительно труднее (как в отношении

системы понятий, так и в отношении применяемых методов). В этом

направлении недавно были получены результаты Эрроу и Ханом (1971), Бёмом

(1972),Шамсором (1972),Одду (1972), Зондерманом (1974).

§ 4.3. Дележи, эффективные по Парето

Экономика с неопределенной собственностью. В этом параграфе мы

рассмотрим экономику, в которой не определена индивидуальная
собственность на начальный капитал и производственные возможности.

Каждый участник экономики а описьюается своим множеством потребления
Х(а) и своим отношением нестрогого предпочтения &а. Полный

начальный ресурс обозначается е, а полное производственное множество - У.

Таким образом, экономика определяется тройкой

<E9e,Y)9

где Ε — измеримое отображение измеримого пространства (А, Л , ν) в

пространство нестрогих отношений предпочтения 3**, eER1 и YCR1.
Дележом в экономике (Е, e,Y) называется такое интегрируемое

отображение /: А -* R', что почти везде в A f(a)£. X(a).
Дележ называется допустимым, если существует такой план

производства у £ Yy что Sfdv < e + у, иначе говоря, общий средний спрос не больше

общего среднего предложения. Множество всех допустимых дележей
экономики (Е, е, Y) обозначается через F.

Имеется очевидное и естественное упорядочение дележей, а именно

упорядочение по единогласию. Иначе говоря, мы полагаем f ^Ag тогда и

только тогда, когда почти везде в A f(a) $ а8(а)· Бинарное отношение
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рефлексивно и транзитивно (но, конечно, не полно)и называется

упорядочением по Парето.
Дележи, эффективные по Парето.
Определение 4. Допустимый для экономики (£', е, Y) дележ

называется эффективным по Парето, если он является максимальным

элементом по отношению ^л во множестве F всех допустимых для (£, et Y)
дележей.
Теорема 3. Пусть экономика (£", е, Y) такова, что полное

производственное множество Υ замкнут и /А У Π R^. = Ιθ}. Если существует
хотя бы один допустимый дележ, то существует и эффективный дележ.

Доказательство. Согласно лемме Цорна, если для каждого

вполне упорядоченного отношением ^Л подмножествам множества F

существует такой /*6F, что для каждого f'GM f -см/*, то в множестве

существует максимальный элемент по отношению *la. Итак, пусть.Μ —

вполне упорядоченное подмножество множества F.

Покажем теперь, что либо в Μ существует наибольший элемент, либо

в Μ существует такая последовательность (/„), что /„ $А /„+ γ (η = 1,...),
и для каждого /ΕΛΓ существует такое целое 7г, что / ;<л/-. Для того

чтобыдоказать существование такой последовательности (/я), достаточно

показать, что существует неубывающая функция ν: (Л/, ^А) -*R. Такая

функция ν задается, например, равенством

и(/):=/и (£4-),/(·))<*!>,
А

где функциям: S&* X R7 -+R измерима и w(^<, ·) есть функция полезности

для отношения << (см. задачу 7, § 1.2).
Из определения совокупности ЗС множеств потребления (§ 1.1) с

очевидностью следует, что последовательность (/„) равномерно ограничена

снизу и, следовательно, ограничена снизу последовательность //„. Так как

/„ является допустимым дележом, существует такой вектор ζΛ ^ 0, что

zn+ffne(R*+ + fX)n(e + Y).

Но, согласно СП, (10), это пересечение является ограниченным
множеством, потому что

(R'++/*)n /A(e + F)=R/+n /АГ={0}.

Следовательно, последовательность //„ ограничена также и сверху.

Поэтому мы можем предположить, что существует lim//„. По лемме Фату в

и

многомерном пространстве (лемма 3, D.II.4) существует такая функция/*:
А -* R7, что почти везде в А

f*(a)eU(fn(a)), //· <Ит//я.

Так как производственное множество Υ замкнуто, /*€= F. Легко

проверить, используя часть (Ь) теоремы 1, § 1.2, что для каждой /„

fn *лГ-

Следовательно, /* является верхней границей для множества М.

Доказательство завершено.
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Равновесие по Парето.
Определение 5. Дележ / в экономике (Е, е, Y) называется

дележом Парето, если существуют такие вектор цен ρ £ R7, ρ Φ О, и план

производства у £ У, что:

(a) почти везде в A f{a) есть максимальный элемент по отношению >а

в множестве \xGX(a)\p ·χ й ρ -f(a)\;

(b) ffdvu fedv + v;

(c) ρ · vs maxρ -у.

Тройка (f,y,p) назьюается равновесием по Парето.
Если в определении 5 условие (а) заменить на более слабое:

(а') почти везде в A f(a) есть максимальный элемент по отношению

>а в множестве

lxex(fi)\P-xUP-fm

при условии, что infp -Х(а) < ρ -/(я), то / называется квазипаретовским

дележом.

Легко показать, что имеет место следующий результат.
Утверждение 3. Если в экономике (Е, е, Υ) отношение

предпочтения почти каждого участника является ненасыщенным, то каждый дележ

эффективен по Парето.
Теорема 4.Пусть экономика (Е, е, Υ) такова, что:

(α) Ε: (Α, Л, ν) -*&{п& выпукло (т.е. на атомах отношения

предпочтений выпуклы);
(β) Υ выпукло.
Тогда каждый эффективный дележ является квазипаретовским.

Доказательство. Пусть / - эффективный делёж. Положим для

каждого а Е А

ф(а)-\хЕХ(а)\х>аГ(а)1.

Как и при доказательстве теоремы 1, § 2.2, можно показать, что

отображение φ имеет измеримый график и £ψΦ0. Так как отношения

предпочтений локально ненасыщенны, а на атомах измеримого пространства
участников к тому же и выпуклы, из теоремы 3, D.II.4 следует, что J φ -
выпуклое подмножество Rz. Так как/ эффективен,ясно,чтое$]ф-Y.
Следовательно, по теореме отделимости [СП, (11)] существует такой вектор

рек1, рФ0,что
ре < inf 1рх\хе1ф\ +infp.(~r).

Так как для некоторого У Ε Υ //<е+р~, из предложения 6, D.1I.4*

следует, что

Jp-f-p-уй /infp- ψ +infp(-r).

Ввиду того что уЕ Υ и p-f(a) ^ infρ- φ (а), почти везде в А имеем

равенства ρ-/(д) = infp· φ (а) ир· y" = maxp· Y.

Таким образом, почти везде в А выполняется условие: если существует

такой вектор χ £ X(а), что ρ
· χ < ρ

· f(a), то f{a) >^ax. Так как

множество потребления выпукло, каждый хЕХ(а), для которого р-х
= р-/(я),

представим в этом случае как предел последовательности хпЕХ(а)9 для
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которой р-хп< p-f(a). Итак, мы получили свойство (а') определения

квазипаретовского дележа. Доказательство завершено.

Примечания к § 4.3

Понятие "эффективный дележ" и объяснение роли цен в его

формировании обычно приписываются Вильфредо Парето (1848—1923).
"Эффективный дележ" (этот термин предложен Эрроу и Ханом (1971)) часто

называется оптимумом Парето. Имеется обширная литература,
посвященная проблеме оптимума и связанным с ним вопросам. Мы упомянем только

две обзорных статьи: Бергсона (1948) и Боулдинга (1952).
Строгое изучение проблемы эффективности, использующее свойства

выпуклых множеств, было предпринято Купмансом (1951), Эрроу (1951)
и Дебре (1951, 1954, 1959). Доказательство теоремы 3 было предложено

автору при устном обсуждении Шмайдлером. Теорема 4 взята из работы
Гильденбранда (1969).



СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ

В списке приведены только

обозначения, используемые на протяжении всей

книги в некотором конкретном смысле.

ЬА граница множества А

А или с\А замыкание множества А

| А I мощность множестваА

Ве(х) замкнутый шар с центром в д:

радиуса е

conv А выпуклая оболочка

множества Л

diamF диаметр F

distOc, F) расстояние между χ и F

S(E, F) расстояние по Хаусдорфу

& (ΛΓ) или· & семейство всех

замкнутых подмножеств Μ

&0(М) или &0 семейство всех

непустых замкнутых подмножеств Μ
о

int G или G или G внутренность
множества G

Li(F„) нижний топологический предел

Ls(F„) верхний топологический предел

(М, d) метрическое пространство
Μ и{°°) одноточечная компактификация
п.н.сн. полунепрерывность снизу
п.н.св. полунепрерывность сверху

$> пространство предпочтений
3*

*

пространство отношений

предпочтения - безразличия

со пространство выпуклых
отношений предпочтения - безраличия
& то пространство монотонных

отношений предпочтения

«^sco пространство строго выпуклых
отношений предпочтения -

безразличия

t^ins пространство локально

ненасыщенных предпочтений
(X, > ) отношение предпочтения >- на

пространстве потребления X

^ отношение предпочтения
- безраз-

личп >.

~ отношение безразличия
ρ(μ, р) метрика Прохорова
Cf с топология замкнутой сходимости

< ,<, < неравенства для векторов

R множество всех вещественных чисел

Rw w-мерное евклидово пространство

R™ (R!?) положительный

(отрицательный) ортант в Rm
lh единичный Λ-вектор
(δ) = (δ,...,δ)
I · I "суммарная" метрика
II * II евклидова метрика
«т# σ-алгебра
</&v полная σ-алгебра по отноше

нию к ν

&& 9 & α-алгебра- произведение^ и «5#
35 (Т) борелевская σ-алгебра над Г

£(Ω, Jb у ν) множество всех

интегрируемых функций над Ω

Ιφ множество интегрируемых

селекторов

βυρρ(μ) носитель меры μ

(Ω, <Λ у ν) пространство с мерой
(A, Jk у ν) пространство экономических
агентов с мерой
0(ДГ, w, р) бюджетное множество

С(β) с-ядро экономики обмена &

С(&, Υ) с-ядро коалиционной
производственной экономики (£, Υ)
(£*, е, Υ) экономика с собственностью

S: 04, j#, ν)-* $** R экономика

обмена

(£, У) коалиционная

производственная экономика

φ(Χ, >, н>, р) множество спроса

П(£) равновесные цены экономики £

Π (μ) равновесные цены для

распределения μ

W(&) множество всех вальрасовских

дележей экономики £

У/(μ) множество всех вальрасовских
дележей для распределения μ

DVf(n) множество всех вальрасовских

равновесных распределений для

распределения μ

Ζ(&, ρ) среднее превышение спроса
в £ при данном ρ

s: (A, c& * v) -* &>x R сектор
потребления
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